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За удобство означенията и номерацията в автореферата и дисертационния труд 

съвпадат. 

Уравненията, които се изследват в дисертацията, притежават следните основни 

характеристики. Те са: 

- нелинейни; 

- неавтономни; 

- с променлива структура (с прекъсната дясна част); 

- с импулсни въздействия. 

Най-съществена особеност на изучаваните диференциални уравнения е наличието 

на импулсни въздействия. Ще отбележим, че по начина на определяне и математическото 

описание на импулсните въздействия този тип уравнения се делят на два основни класа: 

- Клас А: Импулсните въздействия се дефинират с помощта на обобщени функции (от 

типа на функцията на P. Dirac); 

- Клас Б: Импулсните въздействия се определят с помощта на нарастването на 

търсената функция в моментите на въздействие. 

В дисертацията се изследват импулсни уравнения от втория тип (клас Б). 

Началото на качествената теория на импулсните диференциални уравнения от 

разглеждания в дисертацията тип е поставено от В. Мильман и А. Мышкис в първата 

половина на шестдесетте години на миналия век (виж публикациите [36] и [37]). В тези 

работи са дадени някои общи съображения за необходимостта от изучаване на системите 

с импулсни въздействия. Получени са първите резултати за устойчивост на техните 

решения. 

Въведените математически обекти се оказаха важни и интересни от теоретична 

гледна точка. Но все пак трябва да подчертаем, че преди всичко те са полезни при 

моделиране и изучаване на динамични процеси, подложени на „кратковременни 

въздействия“. В резултат на тяхната математическа адекватност към споменатите 

скокообразно развиващи се процеси се появиха многобройни изследвания с приложен 

аспект. Тук ще посочим част от монографиите на български автори, отнасящи се за 

фундаменталната и качествената теория на импулсните диференциални уравнения (от 

разглеждания в настоящата дисертацията тип) и техните приложения: Д. Байнов и В. 

Ковачев [86]; Д. Байнов, С. Костадинов и Н. Минх [106]; Д. Байнов и П. Симеонов [119], 

[120], [121], [122] и [123]; Д. Байнов и С. Христова [104]; V. Lakshmikantham, Д. Байнов и П. 

Симеонов [202]; Г. Стамов [254]; И. Стамова [261]; А. Дишлиев, К. Дишлиева и С. Ненов 

[155]. 

От многобройните монографични трудове, посветени на импулсните 

диференциални уравнения, с автори извън България, ще споменем: А. Самойленко и Н. 

Перестюк [51] и [244]; Н. Перестюк, В. Плотников, А. Самойленко и Н. Скрипник [39]; С. 

Борисенко, В. Косолапов и А. Оболенский [8]; А. Халанай и Д. Векслер [63]; С. Завалищин и 

А. Сесекин [21] и [280]; С. Завалищин, А. Сесекин и С. Дрозденко [20]; S. Pandit и S. Deo 

[237]; M. Benchohra, J. Henderson и S. Ntouyas [125]. 

 Изследванията на системите диференциални уравнения с импулси условно можем 

да разпределим в три обобщени направления: 

1. Изследвания на общи качества, характерни както за решенията на уравненията без 

импулси, така и за решенията на уравненията с импулсни въздействия (виж 

публикациите: [9], [10], [43], [44], [50], [52], [67], [83], [88], [89], [90], [91], [92], [93], [96], 

[99], [101], [105], [107], [110], [111], [112], [113], [114], [115], [145], [166], [171], [174], [175], 

[185], [186], [188], [190], [199], [200], [201], [226], [240], [249], [262], [267] и [273]); 

2. Изследвания на специфични качества, характерни само за решенията на уравненията 

с импулсни въздействия (виж публикациите, които се отнасят за импулсни уравнения с 
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фиксирани моменти на импулсни въздействия: [25], [26], [45], [66], [68], [77], [87], [100], 

[103], [108], [109], [116], [126], [130], [132], [167], [178], [179], [184], [186], [187], [197], 

[198], [206], [207], [217], [226], [232], [233], [234], [235], [236], [240], [250], [251], [252], 

[256], [260], [263], [264], [277], [278] и [286]). Отделно ще цитирме резултатите за 

импулсни уравнения с променливи моменти на импулсни въздействия (виж 

публикациите: [53], [95], [102], [117], [127], [128], [129], [135], [138], [139], [146], [148], 

[149], [150], [151], [152], [153], [154], [158], [168], [169], [170], [224], [225], [228], [239], [257] 

и [271]); 

3. Моделиране и оптимизиране на процеси от практиката с помощта на импулсни 

уравнения. Тук приоритетно ще посочим изследванията, в които изучаваните процеси 

могат да се опишат адекватно само чрез такъв тип уравнения (виж публикациите [7], 

[22], [23], [24], [27], [43], [54], [64], [74], [75], [78], [79], [80], [81], [82], [85], [97], [98], [124], 

[131], [133], [134], [140], [142], [143], [161], [162], [164], [165], [172], [173], [180], [181], 

[208], [211], [214], [216], [222], [227], [229], [242], [253], [255], [258], [259], [265], [268], 

[270], [275], [276], [283], [284] и [285]). 

В следните монографии се изучават различни аспекти от теорията на системите 

диференциални уравнения с променлива структура: А. Филиппов [62]; A. Андронов, A. Витт 

и С. Хайкин [4], В. Бабицкий и В. Крупенин [6]; Н. Перестюк, В. Плотников, А. Самойленко и 

Н. Скрипник [39] и др. 

Диференциалните уравнения с променлива структура са основен математически 

апарат в теорията на управлението. Тук ще посочим следните резултати: [1], [28], [30], [34], 

[35], [39], [49], [60], [61], [65], [136], [137], [177], [192] и [266]. 

 Често срещани явления в природата, а също така и динамични процеси в 

контролираната от човека практика, притежават прекъснат характер на своето развитие. 

Естествено е тези явления и процеси да се описват (моделират) с помощта на частично 

непрекъснати функции. Приближаването на частично непрекъснатите функции с 

алгебрични многочлени, тригонометрични полиноми и други класове функции относно 

равномерното разстояние в общия случай е невъзможно. Причина за това твърдение са 

непреодолимите разлики (в термините на равномерното разстояние) между прекъснатите 

функции и функциите от апроксимиращия клас в околности на точките на прекъсване. 

Обикновено в такива случаи се прибягва към значително по-слаби метрики, като например 

метрики, базиращи се на различни интегрални разстояния. Типично е средно-

квадратичното разстояние: 

       
1

22* *,
b

Q a
f f f f d     , 

където функциите      
2 2* , ,f f R a b , т.е. квадратите на функциите 

*f  и f  са 

интегруеми в Риманов смисъл в интервала  ,a b . Известно е, че частично непрекъснатите 

функции с интегруем квадрат може да се приближат с произволна точност в 

средноквадратична метрика с алгебрични и тригонометрични полиноми (разбира се от 

достатъчно висока степен). За съжаление обаче, средноквадратичната метрика е «слаба» 

и не осигурява геометрична близост между приближаваната и приближаващата функция. С 

други думи, графиките на тези две функции може да са сравнително далече една от друга, 

въпреки, че средноквадратичното разстояние между тях е произволно малко. Ще обърнем 

внимание на факта, че А. Колмогоров през 1956 г. в своя статия [29] посочи 

необходимостта от използване на разстояние, което притежава следните две качества: 
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- Разстоянието да е адекватно при приближаване на прекъснати функции с точки на 

прекъсване от първи род (с краен скок в тези точки); 

- Разстоянието да е по фино (по-силно) от интегралните разстояния. 

 Разстояние, което поражда метрично пространство, удовлетворяващо 

изискванията, посочени по-горе, е въведено от Ю. Прохоров през 1956 г. в неговата работа 

[48]. Нека са дадени функциите  * * *: nf F R F R   и  : nf F R F R  . В общия 

случай дефиниционните множества са различни, т.е. 
*F F . Извършваме следната 

последователност от действия: 

- От графиките *f
G  и fG  на функциите 

*f  и f  премахваме изолираните точки и 

получаваме съответно множествата *f
g  и fg ; 

- Намираме множествата: 

 * *

*inf ; ,n

f f
m m g m F R m m      

и 

 inf ; ,n
f fm m g m F R m m     . 

С други думи, намираме минималните компактни множества, които съдържат 

редуцираните графики *f
g  и fg , съответни на функциите 

*f  и f ; 

- Намираме Хаусдорфовото разстояние между компактните множества *f
m  и fm : 

      * * *, inf ; ,H f r f f rf f f
m m r R m B m m B m     . 

Последната константа е въпросното разстояние между функциите 
*f  и f . 

 Решенията на диференциалните уравнения с променливи структура и импулси са 

по части непрекъснати функции с точки на прекъсване от първи род, в които те са 

непрекъснати отляво. Да означим с  ,PW a b  множеството от всички функции от 

посочения по-горе вид, които са дефинирани в интервала  ,a b . Ясно е, че класът 

 ,PW a b  е по-тесен от множеството на всички прекъснати функции. Поради тази причина 

е естествено разстоянието между функциите от този клас да бъде избрано така, че да 

отразява специфичните особености на тези функции. В настоящия дисертационен труд 

считаме за целесъобразно метричното пространство, което съдържа функциите от класа 

 
 ,

,
a b

PW PW a b   

да е породено от Хаусдорфовото разстояние между графиките на тези функции. Нека 

* * *,f PW a b     и  ,f PW a b . Тогава 

        * * * * * *, max sup inf , , , ,H f f f t f t a t b a t b       

             * * * * *sup inf , f , ,f t t a t b a t b     . 

 Ще посочим още едно предимство на Хаусдорфовото разстояние, като се позовем 

на Б. Сендов (виж [58]). 
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 «Отметим, что расстояние Хаусдорфа в известном смысле равноправно 

относительно координатных осей. Как известно  -окресность данной функции 

относительно равномерного расстояния получается варьированием точех ее графика 

только по направлению ординатной оси, а  -окресность данной функции относительно 

Хаусдорфова росстояния получается варьированием точек ее графика во всех 

направлениях на плоскости. Посколько в приближенных вычислениях мы находим с 

некоторой ошибкой не только значение данной функции, но и аргумент, для которого 

находится ето значение, тоже обычно задается с некоторой ошибкой, то при такой 

ситуации кажется более естественным пользоваться расстоянием Хаусдорфа.» 

 Върху различни аспекти на Хаусдорфовото разстояние и неговите приложения са 

посветени редица изследвания на български учени. Тук ще посочим част от тях: Б Сендов 

[55], [56], [57], [238], [245] и [246]; В. Попов [46], [47] и [241]; А. Андреев [2] и [3]; Б. Боянов 

[11]; Т. Боянов [12] и [13]; В. Веселинов [14]; Г. Илиев [191]; С. Марков [31] и [218]; Б. Пенков 

[247]; П. Петрушев [41] и [42]; С. Ташев [40]; С. Троянски [46]; В. Христов [41] и др. 

 Въвеждането на Хаусдорфовата метрика в теорията и практиката на 

апроксимациите на функциите е свързано с имената на редица забележителни 

математици: Н. Ахиезер [5]; Г. Гасанов [15]; А. Гусеинов [17]; Е. Долженко [18]; Е. 

Севастьянов [19]; В. Мартынюк [32] и [33]; А. Панов [38]; С. Сулейманов [59] и др. 

 Ще посочим някои допълнителни съображения относно важността и 

необходимостта от изследванията, които са проведени в настоящия дисертационен труд. 

Както казахме в началото, основен обект на изследване са нелинейни неавтономни 

системи диференциални уравнения с променливи структура и импулси. Превключващите 

моменти (това са моментите, в които се осъществява смяната на дясната страна и 

импулсните въздействия) не са фиксирани. Това означава, че в общия случай тези 

моменти са различни за несъвпадащите решения. Може да се конструират елементарни 

примери, при които началните условия на две решения са произволно ''близки'' (но 

различни помежду си) и въпреки това съответните им превключващи моменти не съвпадат. 

Между другото, една от първите задачи при изследванията на този тип уравнения (с 

променливи превключващи моменти) е да се установят условия, които гарантират, че при 

''близки'' начални точки (или други нефиксирани параметри, които са съществени и 

характерни за изучаваните уравнения) съответните превключващи моменти са също 

''близки''. По друг начин казано, предварително трябва да се изследва въпросът за типа на 

зависимост на превключващите моменти относно началните условия. Тъй като в общия 

случай множествата от превключващи моменти на две несъвпадащи решения са различни, 

то е ясно, че в интервалите, заключени между съответните им превключващи моменти, 

едното от разглежданите решения е подложено на повече (по-точно с едно повече) 

импулсни въздействия. Това от своя страна означава, че ''близостта'' между двете 

решения в интервалите с краища, които съвпадат със съответните им превключващи 

моменти, е нарушена. В общия случай такава близост не съществува. 

 Посочените по-горе съображения показват, че е разумно да се изследва 

подходяща мярка на отдалеченост между решенията на диференциалните уравнения с 

импулсни въздействия, която задължително удовлетворява условията за разстояние. 

Тъкмо поради тази причина, в настоящото изследване се използва Хаусдорфово 

разстояние между решенията. Ще отбележим следните три важни съображения: 

1. От една страна, използването на Хаусдорфовото разстояние в изследванията е 

съпътствано с преодоляването на значителни по обем технически трудности; 
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2. От друга страна, както отбелязахме по-горе, Хаусдорфовата мярка между различните 

решения удовлетворява условията на разстояние, което е безпорно предимство за 

използване и тълкуване на получените чрез нея резултати; 

3. Освен това, Хаусдорфовото разстояние е адекватно и удобно за оценяване на 

разликата между прекъснати функции от тип, сходен на тази, който е характерен за 

решенията на импулсните диференциални уравнения с променливи импулсни 

моменти. 

По-конкретно за функциите от този тип е характерно, че: 

- Те са по части непрекъснати, т.е. точките на прекъсване са отделими; 

- Функциите от този тип, които притежават близки изходни параметри, във всеки краен 

отворен интервал притежават равен брой съответни точки на прекъсване; 

- Разликата между съответните точки на прекъсване на близките функции от описания 

тип е „съизмерима“ с равномерното разстояние между техните непрекъснати части. 

Ще обърнем внимание, че решенията на импулсните диференциални уравнения с 

променливи импулсни моменти удолетворяват няколкото изисквания, посочени по-горе. 

Тогава, независимо от трудностите, посочени в точка 1, то като имаме предвид направени 

забележки в точките 2 и 3, достигаме до убеждението, че изследването на Хаусдорфовото 

разстояние между решенията на импулсните уравнения не е самоцелно, а е оправдано и 

полезно. 

Основните цели на дисертационния труд са три: 

1. Въвеждат се и се изследват нови класове нелинейни неавтономни диференциални 

уравнения с променливи структура и импулси, които представляват адекватен 

математически апарат при моделирането на прекъснати динамични процеси; 

2. Въведени са и са изучени специфични свойства на горния тип диференциални 

уравнения. Тук ще акцентираме върху ключовите понятия: 

- орбитална Хаусдорфова зависисмост относно началните условия; 

- орбитална Хаусдорфова зависисмост относно разликата между последователни 

импулсни моменти; 

- орбитална Хаусдорфова зависисмост относно импулсните функции; 

- орбитална Хаусдорфова устойчивост. 

3. Прилагане на резултатите върху известни математически модели. Като примери ще 

посочим: 

- импулсен математически модел от фармакокинетиката, описващ динамиката на 

лекарствената концентрация в кръвта на пациент; 

- импулсен математически модел на Лотка-Волтера от популационната динамика. 

Изрично ще подчертаем, че проведените изследвания на някои свойства на 

моделите са възможни само благодарение на предходните теоретични резултати в 

дисертационния труд. Това се отнася и за останалите модели в дисертацията. 

 

Глава 1. ПРЕДВАРИТЕЛНИ БЕЛЕЖКИ 

 Целта на разглежданията в тази глава е да се въведат някои основни понятия и 

твърдения, които ще са необходими при изследванията в следващите няколко глави. 

 В първия параграф на главата е направена класификация на импулсните 

диференциални уравнения в зависимост от начина на определяне на импулсните моменти 

(моментите, в които се осъществяват импулсните въздействия). Описани са общо 7 класа. 

Посочени са класовете, на които принадлежат уравненията, изучавани в дисертационния 

труд. Подробно са описани отделните елементи на импулсната система от разглежданите 

класове и са дефинирани решенията на съответните начални задачи. 
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 Във втория параграф на главата са описани някои специфични особености и 

произтичащите от тях трудности, които съпътстват изследванията на уравненията от 

разглежданите в дисертацията класове. Накратко, най-важните и специфични за тези 

уравнения особености се заключават в следното: 

- прекъснатост на решенията; 

- наличие на ефекта ''биене''; 

- ''кондензация'' на превключващите моменти; 

- загуба на свойството автономност; 

- сливане на решения; 

- промяна на превключващите моменти при изменение на началното условие; 

- промяна на превключващите моменти при изменение на параметри на системата; 

- натрупване на грешки и др. 

 В третия параграф са описани процеси, които се моделират с помощта на 

импулсни уравнения, а също така процеси, които се описват чрез уравнения с променлива 

структура от изучаваните класове. Подробно е разгледан обобщен математически модел 

на Gompertz с променливи структура и импулси. 

 В четвъртия параграф са припомнени някои основни понятия и твърдения, които се 

използват в следващите глави. 

В последния параграф на главата изследванията са посветени на Хаусдорфовото 
разстояние между множества. Намирането на горни оценки на това разстояние между 
параметрично зададени криви е важна задача, решаването на която подготвя следващите 
изследвания в дисертационния труд. За удобство, по-нататък ще считаме, че 
дефиниционният параметър при тези параметрично зададени криви отчита времето. 
Качествените изследвания, свързани с орбиталната Хаусдорфова зависимост и 
устойчивост на решенията на диференциални уравнения с променливи структура и 
импулси може да стартира след намирането на споменатите по-горе оценки. Известно е, че 
траекториите на тези уравнения са по части непрекъснати криви, които са непрекъснати 
отляво в съответния им интервал на съществуване. Точките им на прекъсване са от първи 
род. В случая, когато диференциалните уравнения са с променливи импулсни моменти, 
техните несъвпадащи решения притежават различни множества от точки на прекъсване. 
Поради това, в работата се изследва и оценява Хаусдорфовото разстояние между 
параметрично зададени криви, които са по части непрекъснати отляво и които притежават 
специфични (собствени) моменти на прекъсване от първи род. 

Използването на Хаусдорфовата метрика при изучаване на различни въпроси от 
фундаменталната и качествената теория на диференциалните уравнения (с импулси и без 
импулси) може да се види в работите [69], [70], [71], [155], [156], [160], [177], [203], [205] и 
[218]. 

Разглежданите в дисертацията уравнения се се състоят от следните структурно-

определящи елементи: 

1. Съвкупност от системи нелинейни неавтономни обикновени диференциални уравнения, 

описващи непрекъснатите етапи от динамиката на моделираните процеси: 

(1.1)     , , 1, 2,...i

dx
f t x i

dt
  , 

където: 

- функциите 1 2, ,... , nf f C R D R    , т.е. десните страни на горните системи са 

непрекъснати функции в дефиниционното си множество, 

- фазовото пространство D  е непразна област от 
nR ; 

2. Условия за последователно определяне на моментите на: 

- смяна на структурата на системата от диференциални уравнения (смяна на дясната 

страна), 
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- импулсни въздействия върху решението. 

Ще отбележим, че двата типа моменти съвпадат помежду си и както казахме по-

горе се наричат с общото наименование моменти на превключване. Те са последователни 

решения на системи от алгебрични уравнения от вида: 

(1.2)       0i x t  , 1, 2,...i  , 

където  x x t  е решението на съответната начална задача на системата 

диференциални уравнения от предходната точка, а функциите 1 2, ,...   се наричат 

превключващи функции. Те са съответни за всяка една дясна страна и са непрекъснати 

във фазовото пространство, т.е.  1 2, ,... ,C D R   . Моментите на превключване 

означаваме с 1 2, ,...t t  и предполагаме, че са валидни неравенствата 1 2 ...t t  . 

Изпълнени са равенствата 

   0, 1,2,...i ix t i   ; 

3. Импулсни функции, които определят големината (и посоката) на импулсните 

въздействия. Тези въздействия математически се описват с помощта на нарастванията на 

търсената функция в превключващите моменти. Имаме: 

(1.3)          0 , 1,2,...i i i ix t x t I x t i    . 

Импулсните функции 1 2, ,...I I  са непрекъснати във фазовото пространство на 

разглежданите системи с променливи структура и импулси, т.е. 1 2, ,... , nI I C D R    . 

Като вземем под внимание равенствата (1.1), (1.2) и (1.3), съответната начална 

задача можем да формулираме както следва: 

(1.4)       , , 0i i

dx
f t x x t

dt
  ; 

(1.5)            0 , 0, 1, 2,...i ix t x t I x t x t i     ; 

(1.6)    0 0x t x . 

Решението  0 0; ,x t t x  на разглежданата начална задача е частично непрекъсната 

функция с точки на прекъсване от първи род, в които е непрекъсната отляво. По-точно 

имаме: 

1.1. При 0 1t t t   решението на задачата (1.4), (1.5), (1.6) съвпада с решението на 

задачата (без импулси) (1.4), (1.6) и е валидно неравенството   1 0 0; , 0x t t x  ; 

1.2. В момента 1t  са изпълнени равенствата: 

   1 0 0 1 0 0 1; , 0; ,x t t x x t t x x     и      1 1 0 0 1 1; , 0x t t x x   ; 

1.3. Освен това в момента 1t  имаме 

       1 0 0 1 0 0 1 1 0 00; , ; , ; ,x t t x x t t x I x t t x    

    1 1 0 0; ,Id I x t t x   

   1 1 1Id I x x   ; 
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2.1. При 1 2t t t  , решението на задачата (1.4), (1.5), (1.6) съвпада с решението на 

система (1.1) с начално условие  1 10x t x   и е валидно неравенството 

  2 0 0; , 0x t t x  ; 

2.2. В момента 2t  са изпълнени равенствата 

   2 0 0 2 0 0 2; , 0; ,x t t x x t t x x     и      2 2 0 0 2; , 0x t t x x   ; 

2.3. Имаме 

      2 0 0 2 0 0 2 2 0 00; , ; , ; ,x t t x x t t x I x t t x    

         2 2 2Id I x x    

и т.н. 

Специфичните особености, свързани с изследването на системите с променливи 

структура и импулси, а също така и възникващите трудности при тяхното изучаване, са 

следните: 

1. Прекъснатост на решението на съответната начална задача: Точките на прекъсване са 

от първи род, това означава, че „скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че 

решението е непрекъснато отляво в точките на импулсно въздействие, т.е. точките на 

превключване; 

2. Наличие на ефекта „биене”: Характерен е за системите от трети и пети тип. В този 

случай, траекториите (ако изучаваната системата е от тип 3) или интегралните криви 

(ако системата е от тип 5) срещат безбройно много пъти едно и също превключващо 

множество. Нещо повече, ефектът „биене“ е валиден и в случаите, когато същинска 

част от тези траектории и интегрални криви притежават описаното по-горе свойство. 

При наличие на ефекта биене, може да се достигне до ситуация, при която 

превключващите моменти на дадено решение притежават точка на сгъстяване. Такова 

решение се нарича „биещо решение“. Точката на сгъстяване е специфична за всяко 

биещо решение. Ясно е, че всяко решение, за което собствените му превключващите 

моменти притежават точка на сгъстяване, не е продължимо надясно от тази точка. 

Това означава, че биещите решения „загиват”. Поради тази причина, при описаната по-

горе ситуация, не може да се изучават различни важни аспекти от качествената теория 

на този тип системи. В това число попадат всички свойства, които изискват 

съществуване на решението в произволен интервал. Като примери ще посочим 

свойствата: непрекъсната зависимост, периодичност, устойчивост и други подобни; 

3. Наличие на „кондензация“ на превключващите моменти: В този случай 

превключващите моменти притежават крайна граница, независимо, че решението може 

да не е биещо. Тази граница е специфична за всяко конкретно решение. Такива 

решения се наричат „кондензиращи решения“. Това означава, че кондензиращите 

решения не са продължими надясно от съответната им гранична точка. Както и в 

предходната ситуация заключаваме, че решението „загива“. 

4. Загуба на свойството автономност: Независимо, че е възможно десните страни на 

разглежданите системи да не зависят от времето, то решенията на съответните 

начални задачи са функции на началния момент. Действително, лесно се съобразява, 

че решенията зависят от моментите на превключване. От своя страна, 

превключващите моменти се получават като решения на алгебрични уравнения, в 

които участва решението. По този начин достигаме до извода, че решението зависи 

съществено от началния момент; 
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5. Сливане на решения: Обикновено сливанията се осъществяват в резултат на импулсни 

въздействия. Най-често тези сливащи импулсни въздействия са само върху едно от 

сливащите се решения. Възможно е сливане на решения след едновременни импулсни 

въздействия върху двете решения. Ще отбележим, че в последния случай импулсната 

функция не е биективна; 

6. Промяна на превключващите моменти при промяна на началното условие: Различните 

решения (с начални условия, които не съвпадат) имат различни превключващи 

моменти. Нещо повече, възможно е при едно от тези решения да липсват 

превключващи моменти и следователно решението да е непрекъсната функция в 

дефиниционния си интервал. Такъв е случаят на нулевото решение, което не е 

подложено на импулсни въздействия; 

7. Промяна на превключващите моменти при смущаване на елементи на системата: 

Както казахме по-горе, в общия случай решенията на изследваната начална задача и 

на съответната смутена начална задача (при едни и същи начални условия) имат 

различни превключващи моменти. Този факт означава, че съответните им импулсни 

въздействия са различни по големина и направление; 

8. Натрупване на грешки: Пертурбациите и неточностите при определяне на моментите 

на смяната на структурата (десните страни на системите), както и при определяне на 

големините и направленията на импулсните въздействия, се „натрупват” във времето. 

В някои случаи се оказва, че тези натрупани неточности оказват съществено влияние 

при пресмятане на стойностите на решението. Също така, те могат да изменят и 

неговото поведение. Може да се попадне в ситуации, при които разликата между 

„пертурбираното“ решение (получено в резултат на натрупаните грешки) и изучаваното 

„непертурбирано” решение е съществена и води до изменения на свойствата им. 

Например, пертурбираното решение може да е неустойчиво, а изследваното решение 

да е устойчиво или обратното и т.н. 

Този тип уравнения (с променливи структура и импулси) са удобен математически 

апарат за моделиране на динамични процеси, които се характеризират със следните две 

особености: 

- Процесите са подложени на „кратковременни и интензивни” външни въздействия 

(смущения, пертурбации). Предполага се, че времетраенето на външните смущения е 

пренебрежимо малко в сравнение с общата продължителност на процеса. Поради тази 

причина се счита, че те се извършват мигновено под формата на импулси; 

- Непосредствено след тези импулсни пертурбации изучаваният процес продължава 

своето развитие, като се подчинява на нови, различни от предходните, правила и закони. 

Ще отбележим (потвърдено от много автори), че интензивното развитие на 

теорията на диференциалните уравнения с импулси и с постоянна структура се дължи на 

многобройните им приложения. Тук ще посочим: 

- действието на амортисьор, подложен на ударни въздействия; 

- колебанията на системи от махала при наличие на външни импулсни смущения; 

- ударен модел на часовников механизъм; 

- виброударни системи; 

- билярдни движения на материални точки; 

- релаксионни колебания на електромеханични системи; 

- електронни схеми; 

- затихващ осцилатор, подложен на импулсни въздействия; 

- динамиката на системи за автоматично регулиране; 

- смущения в клетъчни невронни мрежи; 
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- импулсни пертурбации в скоростта на развитие на кълбовидни бактерии, подчинени на 

закона на Schmalhausen; 

- импулсни външни намеси и оптимизационни задачи в популационната динамика на 

изолирани популации; 

- загиване на популации в резултат на импулсни въздействия; 

- импулсни външни намеси и оптимизационни задачи в популационната динамика на 

съобщества от тип хищник-жертва; 

- импулсни лекарствени въздействи в епидемиологията; 

- „шокови” изменения на цените на затворените пазари и др. 

Както казахме по-горе, приложенията на диференциалните уравнения с 

променлива структура и без импулсни въздействия са предимно в теорията на 

управлението. Освен това, с помощта на такива уравнения се изучават:  

- задачи от фармакокинетиката; 

- управление на орбитата на спътник с помощта на радиални ускорения; 

-  преминаването на твърдо тяло от флуид с дадена плътност във флуид с друга 

плътност; 

- изменението на скоростите на химични реакции при прибавянето или отнемането на 

катализатори и др. 

 В настоящата дисертация са съчетани тези два типа диференциални уравнения. 

Изучаването на скокообразно изменящи се процеси със смяна на законите на 

развитие е предмет на изследване в редица науки: механика, фармакокинетика, 

популационна динамика, икономика, теория на управлението и др. В тези случаи, 

използването на математически апарат под формата на моделиращи диференциални 

уравнения с променливи структура и импулси, като правило, е задължително. 

Ще използваме следните означения. Нека точките  1 2, ,..., na a a a ,  1 2, ,..., nb b b b  

nR . Тогава тяхното скаларно произведение ще бележим както следва 
1 1 2 2, ... n na b a b a b a b    . 

Евклидовото разстояние между тези точки ще означаваме така 

       
2 2 21 1 2 2, ... n na b a b a b a b        . 

Евклидовата норма на точката a  е равна на 

     
1 2 2 21 22, ... na a a a a a     . 

Нека непразните множества , nA B R . Тогава Евклидовото и Хаусдорфовото разстояние 

между тях означаваме съответно с 

     , inf inf , , ,E A B a b a A b B     

и 

     , max sup inf , , ,H A B a b a A b B    , 

         sup inf , , ,a b b B a A   . 

Ако поне едно от множествата A  и B  е празно, то за удобство ще считаме, че 

 , 0E A B    и   , 0H A B  . 

По-нататък с A  и A  ще бележим съответно контура и затворената обвивка на 

множеството A . Нека 0r const  . Тогава следното множество 
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    ; ,n
r

a A

B A x R x a r


    

се нарича r -околност на A . 
Забележка 1.3. Валидни са следните свойства на Хаусдорфовото разстояние 

между множества от 
nR  (за аналогични резултати виж [58]). Нека множествата 

, , nA B C R  и константата R  . 

Тогава: 

1.  , 0;H A B   

2.  , 0 ;H A B A B     

3.    , , ;H HA B B A   

4.    . , . . , ;H HA B A B      

5.    , , ;H HA C B C A B     

6.      , , , ;H H HA B A C C B     

7.    , , ;H HA B A B   

8. Ако множествата A  и B  са ограничени, то  , ;H A B    

9. Ако множеството A  е ограничено и  ,H A B   , то множеството B  е също 

ограничено; 

10.       , inf ; ,H r rA B r R A B B B B A     . 

Ще припомним, че Свойство 10 често се използва като дефиниционно равенство на 
Хаусдорфовото разстояние между две множества. 

Най-важните резултати в първа глава са следните теореми. 

Теорема 1.4. Нека множествата 1 2 1 2, ,..., , , ,....,k kA A A B B B nR  са ограниче-

ни. 
 Тогава 

 1 2 1 2... , ...H k kA A A B B B      

      1 1 2 2max , , , ,..., ,H H H k kA B A B A B   . 

Нека функциите 
*, : ng g R R   и константите 

* *
0 1 0 1, , ,T T T T R . Въвеждаме 

параметричните криви: 

 
  0 1 0 1

0 1

0 1

; , ;
,

,

g t T t T T T
T T

T T


   
 
 

 

и 

  * * * * *
0 1 0 1* * *

0 1
* *

0 1

; , ;
,

, .

g t T t T T T
T T

T T


   
    

 

 

По аналогичен начин се въвеждат кривите: 

         * * * * * * * * *
0 1 0 1 0 1 0 1 0 1 0 1, , , , , , , , , , ,T T T T T T T T T T T T        , 

които са дефинирани съответно в полуотворени и отворени интервали. 
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Забележка 1.4. Нека 0 10 T T   и 
* *

0 10 T T  . Валидни са следните 

дефиниционни равенства, отнасящи се съответно за Евклидовото, Хаусдорфовото и 

равномерното разстояния между кривите 
* * *

0 1,T T     и  0 1,T T : 

  * * *
0 1 0 1, , ,E T T T T      

      * * * * *
0 1 0 1inf inf , , , ;g t g t T t T T t T      

  * * *
0 1 0 1, , ,H T T T T      

       * * * * *
0 1 0 1max sup inf ,g , , ,g t t T t T T t T      

                 * * * * *
0 1 0 1sup inf ,g , ,g t t T t T T t T     ; 

    *
0 1 0 1, , ,R T T T T    

     *
0 1sup ,g ,g t t T t T   . 

 Ще използваме означенията: 

 min *
0 0 0min ,T T T ,  max *

0 0 0max ,T T T ,  min *
1 1 1min ,T T T ,  max *

1 1 1max ,T T T . 

Теорема 1.8. Нека: 

1. Функциите 
*, : ng g R R   и са непрекъснати отляво в дефиниционното 

множество. 

2. Валидно е неравенството 
max min

0 1T T . 

Тогава е в сила оценката: 

   * * *
0 1 0 1, , ,H T T T T    

     * max min max min
0 1 0 1max , , , ,R T T T T       

          * * * * *
0 0 0 0 0 0g 0 , , , g 0 , , ,H HT T T T T T        

        * * * * *
1 1 1 1 1 1g , , , g , ,H HT T T T T T      . 

Теорема 1.13. Нека: 

1. Функциите 
*, : ng g R R   са непрекъснати отляво в R

. 

2. Съществува номер k N , такъв че са валидни неравенствата: 
* * *
0 1 0 10 ... ; 0 ... ;k kt t t t t t         

max min max min max min max
0 1 1 2 20 ... ,k kt t t t t t t         

където 

       min * max * min * max *
0 0 0 0 0 0min , , max , ,..., min , , max ,k k k k k kt t t t t t t t t t t t    . 

Тогава е в сила оценката: 

   * * *
0 0, , ,H k kt t t t    

     * max min max min
1 1max , , , ,R i i i iT T T T   

     

          * * * * *
1 1 1 1 1 1g 0 , , , g 0 , , ,H i i i H i i iT T T T T T        

     
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        * * * * *g , , , g , , , 1, 2,...,H i i i H i i iT T T T T T i k       . 

 
Глава 2. ОРБИТАЛНА ХАУСДОРФОВА ЗАВИСИМОСТ НА РЕШЕНИЯТА НА КЛАС 
НЕАВТОНОМНИ ДИФЕРЕНЦИАЛНИ УРАВНЕНИЯ С ИМПУЛСИ 

Всички класове импулсни диференциални уравнения (ИДУ) могат да се причислят 
към една от следните две групи: 
- ИДУ с фиксирани импулсни моменти; 
- ИДУ с променливи импулсни моменти. 

Ще казваме, че импулсните моменти са променливи, ако те са специфични за всяко 
решение. Това означава, че в общия случай множествата от импулсни моменти, съответни 
на несъвпадащи решения, са различни. В частност, при ИДУ с променливи импулсни 
моменти, основното решение и съответното му смутено решение (двете решения се 
получават при различни начални условия или параметри на уравнението) притежават 
различни импулсни моменти. 

Ясно е, че в интервалите между съответните импулсни моменти на основното и 
смутеното решения, двете решения са подложени на различен брой импулсни 
въздействия. По-конкретно, нека означим импулсните моменти на изходното решение 

 0 0; ,x t t x  с 1 2, ,...t t   1 2 ...t t  , а импулсните моменти на смутеното решение 

 * * *
0 0; ,x t t x  с 

* *
1 2, ,...t t   * *

1 2 ...t t  . Тогава в интервалите: между 1t  и 
*
1t , между 2t  и 

*
2t  и 

т.н. едното от двете решения е подложено на едно импулсно въздействие повече, 
отколкото другото решение. Това означава, че в посочените интервали не може да се 
очаква „близост“ между тях. Образно казано, разликата между решенията в тези интервали 
ще е от порядъка на „големината“ на импулсните въздействия. Освен това, тези (в общия 
случай) сравнително големи разлики между решенията в споменатите интервали, не 
зависят съществено от близостта на параметрите на съответните им начални задачи. 
Поради тази причина в повечето изследвания на такива уравнения се въвежда следната 

мярка  .,.m  за отклонение на смутеното решение  * * *
0 0; ,x t t x  от изходното решение 

 0 0; ,x t t x  в произволен ограничен или неограничен интервал: 

    * * *
0 0 0 0; , , ; ,m x t t x x t t x  

      * * * * max max
0 0 0 0 0 0 0 0sup ; , ; , , max , , , 1,2,... ,ix t t x x t t x t t t t t T t t i          

където: 

-  * *
0 0,t x  и  0 0,t x  са съответните начални точки на двете решения; 

- 0   е радиусът на околностите на импулсните моменти 1 2, ,...t t , в които не се отчита 

разликата между двете решения; 

- T  е положителна константа (възможно е T   ). 

Както се вижда от горната дефиниция на мярката  .,.m , в симетрични околности 

на импулсните моменти 1 2, ,...t t  (с радиуси  ) не се изисква близост между  * * *
0 0; ,x t t x  и 

 0 0; ,x t t x . За повече подробности вижте монографията [51]. Една от първите задачи при 

изследването на такъв клас уравнения е да се намерят достатъчни условия, при които 
разликата между съответните импулсни моменти на изходното и смутеното решения са 
произволно близки. С други думи, да се установят условия, при които: 

  *0 , 1, 2,...i iconst t t i        . 

Като имаме предвид дефиницията на  .,.m , достигаме до извода, че: 
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- тази мярка е аналог на класическото равномерно разстояние; 
- специфична нейна особеност (и същевременно слабост) е отстраняването от участие 

във формирането на големината на мярката на времевите интервали между 
съответните импулсни въздействия. 

Поради тази причина, мярката  .,.m  не удовлетворява условията за разстояние. 

Действително, посочените по-горе околности на импулсните моменти 1 2, ,...t t : 

   ; , 1, 2,...i iB t t t t i      

включват в себе си интервалите, заключени между съответните импулсни моменти. 
Следователно, равномерното разстояние между решенията може да е сравнително голямо 
в тези интервали. Както казахме по-горе, това разстояние е съизмеримо с големините на 

импулсните въздействия. Тази разлика обаче не се отчита в посочената мярка  .,.m . 

 Направената по-горе бележка мотивира изследванията в първия параграф на 
главата. Тук мярката между двете решения на ИДУ с променливи импулсни моменти се 
дава в целия дефиниционен интервал с помощта на Хаусдорфовото разстояние между 
съответните им траектории. Разгледан е клас ИДУ, при който разликата между всеки два 

последователни импулсни моменти е постоянна величина d . Въведено е понятието 
орбитална Хаусдорфова зависимост на решенията на споменатия клас ИДУ относно 

началната точка и разликата d . Намерени са достатъчни условия за съществуване на 
такава зависимост. 
 Във втория параграф на главата получените резултати за орбитална Хаусдорфова 
зависимост относно началната точка и разликата между последователните импулсни 
моменти са приложени за решенията на модел от фармакокинетиката. Неизвестната 
функция в модела представлява концентрацията на лекарствено средство в кръвта на 
пациента. Предполага се, че вливането на лекарството се извършва под формата на 
импулси. Най-напред са намерени ограничения, при които решението принадлежи на 
предварително фиксиран затворен интервал (наречен терапевтичен прозорец). 
Импулсните смущения (вливанията на лекарственото средство) се осъществяват в 
моментите, в които концентрацията достига долната граница на терапевтичния прозорец. 
Импулсните въздействия „преместват решението“ мигновено от долната граница в горната 
граница на терапевтичния прозорец. Оказва се, че при така дефинирания динамичен 
модел на терапевтична манипулация импулсните моменти (моментите на вливанията на 
лекарството) са равномерно отдалечени един от друг. Нещо повече, решението на 
съответната начална задача е периодична функция, която е частично непрекъсната. В 
точките на прекъсване решенията са непрекъснати отляво. Оказва се, че решенията са 
орбитално Хаусдорфово зависими относно началната точка и разликата между 
последователните импулсни моменти. Накрая на параграфа са дадени съответните 
тълкувания на получените резултати от фармакокинетична гледна точка. 

Обект на изследване е следната начална задача за системи ИДУ, която по-нататък 
ще наричаме основна: 

 (2.1)     1 1, , ;i i i

dx
f t x t t t t d

dt
       

(2.2)         0 , 1,2,...;i i i ix t x t I x t i     

(2.3)    0 0x t x , 

където: 

- функцията : nf R D R   ; 

- D  е непразна област от 
nR ; 

- импулсните функции  : , : , 1, 2,...n
i iI D R Id I D D i    ; 

- Id  е идентитетът в 
nR ; 
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- константата 0d   е разликата между всеки два последователни импулсни моменти; 

- началната точка  0 0,t x R D  . 

 Моментите 1 2, ,...t t  се наричат импулсни. Решението  0 0; ,x t t x  на задачата (2.1), 

(2.2), (2,3) е частично непрекъсната функция с точки на прекъсване 1 2, ,...t t , в които 

решението е непрекъснато отляво. Освен това се вижда, че моментите на превключване 
зависят от решението и в общия случай са различни за несъвпадащите решения. По-
нататък ще използваме означенията: 

 0 0; ,i ix x t t x ; 

    0 0 0 0; , ; ,i i i ix x t t x I x t t x      , 1, 2,...i iId I x i   . 

Ще предполагаме, че са изпълнени условията: 

H2.1. Функцията , nf C R D R    . 

H2.2. За всяка точка  0 0,t x R D   задачата без импулси (2.1), (2.3) притежава 

единствено решение, дефинирано при t R . 

H2.3. Съществува положителна константа 
fC  такава, че 

    , , ft x R D f t x C     . 

H2.4. Функциите  , , : , 1,2,...n
i iI C D R Id I D D i      . 

Следната теорема е непосредствено следствие от условия H2.1 и H2.2. 

Теорема 2.1. Нека са изпълнени условията H2.1 и H2.2. 

Тогава за всяка точка  0 0,t x R D   решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) 

съществува и е единствено при 0t t . 

Заедно с основната задача разглеждаме и смутената задача: 

 (2.4)     * * * *
1 1, , ;i i i i

dx
f t x t t t t d

dt
       

(2.5)         * * *0 , 1,2,...;i i i ix t x t I x t i     

(2.6)    * *
0 0x t x , 

където: 

- константите 
* 0id   са разликите между последователните импулсни моменти на 

последната начална задача, т.е. 
* * *

1i i id t t   , 1, 2,...i  ; 

- началната точка  * *
0 0,t x R D  . 

Решението на смутената задача означаваме с  * * *
0 0; ,x t t x , а съответните 

импулсни моменти с 
* *
1 2, ,...t t . 

Нека константите 
* *

1 2 1 2, , ,T T T T R  и 
* *

1 2 1 2,T T T T  . Означаваме с  1 2,T T  

траекторията на задачата (2.1), (2.2), (2.3), дефинирана при 1 2T t T  . Аналогично, с 

* * *
1 2,T T   бележим траекторията на задачата (2.4), (2.5), (2.6), заключена между 

времевите константи 
*

1T  и 
*

2T . Валидни са равенствата: 
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 
  0 0 1 2 1 2

1 2

1 2

; , ; , ;
,

,

x t t x T t T T T
T T

T T


   
 
 

 

и 


  * * * * * * *

0 0 1 2 1 2* * *
1 2

* *
1 2

; , ; , ;
,

, .

x t t x T t T T T
T T

T T


   
  

 

 

 Дефиниция 2.1. Ще казваме, че решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) е 

орбитално Хаусдорфово зависимо относно началното условие и разликата между 

импулсните моменти (т.е. от параметъра d ), ако 

     0 0 0, 0 , , 1, 2,...it x R D T t T t i          

  0 0, , , , 0 :t x d T      

  * * * *
0 0 0 0 0 0, ,t R t t x D x x          

 * *0, , 1,2,...i id d d i      

  * *
0 0, , ,H t T t T       . 

 Следната теорема е основна в главата. 

 Теорема 2.3. Нека са изпълнени условията H2.1–H2.4. 

 Тогава решението на задачата (2.1), (2.2), (2.3) е орбитално Хаусдорфово 

зависимо относно началната точка и разликата между импулсните моменти. 

В общия случай, лечението от редица болестни състояния се осъществява чрез 
поддържането на терапевтична лекарствена концентрация в кръвта (плазмата) на 
пациента. Поддържането на терапевтичната плазмена концентрация може да се 
осъществи по два основни начина: 
- чрез непрекъснато подаване на лекарството; 
- чрез прекъснато (импулсно) подаване на лекарството през определени времеви 
интервали. 

От фармакокинетична гледна точка непрекъснатото подаване на лекарствата е за 
предпочитане. За съжаление, този начин на лечение е затруднен при практическото му 
реализиране. По-точно, в общия случай е невъзможно предписаното лекарство да се 
подава непрекъснато в продължение на целия период на лечение на пациента (този 
период може да е с продължителност от няколко седмици или месеци). Поради тази 
причина поддържането на терапевтична лекарствена концентрация в кръвта чрез 
дискретно във времето импулсно подаване на лекарството е по-често срещано. Естествено 
е да се предполага, че обемът на дискретно подаденото лекарствено средство е ограничен 
отдолу, т.е. съществува минимално количество от лекарството, което може да се приеме 
еднократно. При този тип лечение лекуващият лекар може да манипулира с два 

фармакокинетични параметъра: размер на еднократната доза на лекарството iD  и 

дължина на дозовия интервал 1iT  , 1, 2,...i . По-точно iD  е дозата при i-тото подаване 

на лекарството, а 1iT   е времето между моментите на i -тото и  1i  -то подаване на 

лекарството, 1, 2,...i . В случаите, когато дозовите интервали са по-кратки от времето, 

необходимо за пълното елиминиране на лекарството от организма, то започва да се 
натрупва (кумулира). Тази кумулация е полезна за лечението на пациента, ако се 
поддържа в интервал, определен от минимална и максимална плазмени граници, наричани 
терапевтични граници на концентрацията на лекарството. От своя страна, терапевтичните 
граници обграждат така наречения терапевтичен прозорец. Фармакокинетичният модел на 
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терапевтичното лечение се състои в избора на подходяща дозова схема на лечението, 
която гарантира поддържането на концентрацията на лекарството в рамките на 
терапевтичния прозорец. 

Въвеждаме следните ограничения и означения: 

1. Организмът се представя чрез един компартимент с обем dV , в който лекарственото 

средство се разпределя. Възможно е концентрацията на лекарството да е различна в 
различните части на организма. За удобство ще предполагаме, че е имаме постоянно 
съотношение между нивата на лекарството във всяка част на организма в периода на 
лечението. Това означава, че всяка промяна в плазмената концентрация рефлектира в 
строго определена съответна количествена промяна в тъканните концентрации. 

2. Началният момент на лечението означаваме с 0t ; 

3. Времетраенето от началния момент на лечение 0t  до първия момент 1t , в който се 

внася лекарствено средство с обем 1D , означаваме с 1T , т.е. изпълнено е равенството 

1 0 1t t T  ; 

4. Дозата iD  от лекарственото средство се внася директно в компартимента в момента 

1 0
1,2,...,

i i i j
j i

t t T t T


     , 1, 2,...i ; 

5. Елиминирането на лекарството протича със скорост, която е пропорционална на 
моментното му количество в организма, т.е. разглежда се като процес от първи порядък, 

характеризиращ се със скоростна константа K . Последната константа е сума от 

константата на метаболизиране mK  и константата на екстракция на непромененото 

лекарство eK . Изпълнено е m eK K K  ; 

6. Означаваме с  A t  количеството лекарствено средство в организма в момента 0t t . В 

общия случай за произволно зададен момент, количеството на това вещество, което се 
намира в цялото тяло на пациента, не може да бъде определено експериментално. В 
действителност се определя концентрацията на лекарственото средство в някои от 
биологичните течности (най-често в кръвта). За математическото моделиране на процеса 
на лечението е удобно да се въведе обемът, в който се разпределя лекарственото 

средство. Тази величина, наречена обем на разпределение, означаваме с dV  и е 

дефинирана така, че е изпълнено равенството 

 
 

0,
d

A t
C t t t

V
  , 

където  C t  е концентрацията на лекарството, измерена в кръвта или по-общо в 

плазмата. Ще отбележим, че обемът на разпределение няма физиологичен смисъл. 

Можем да считаме, че това е фиктивен обем, в който ако лекарството в количество  A t  

се разпредели равномерно, то ще е в концентрация  C t . Отново ще отбележим, че 

горната концентрация е измерена относно плазмата. В действителност, част от 
лекарството се свързва с плазмените и тъканните протеини, поради което неговото 
разпределение не е равномерно. Поради тази причина е възможно, обемът на 
разпределение да е различен от обема на телесните течности. 

7. В началния момент 0t  ще предполагаме, че лекарствената концентрация е 0C . В някои 

случаи се приема, че 0 0C  . 

 Математическият модел на идеализирания по-горе процес се описва в [153] (виж 
също [223]) с помощта на следната начална задача за импулсно диференциално 
уравнение: 



19 
 

(2.28)    , ,i

dC
KC t t

dt
    

(2.29)       0 , 1, 2,...,i
i i

d

D
C t C t i

V
     

(2.30)     0 0 .C t C  

Решението на горнaта начална задача се получава сравнително тривиално: 

1. При 0 1t t t   е изпълнено 

    0 0expC t C K t t   ; 

2. При 1i it t t   , 2, 3,...i , е валидно равенството 

 
     

0,1,...,

exp
exp exp ,j j i

j id

Kt
C t D Kt C Kt

V 


    

където 

 
0,1,...,

1
expi j j

j id

C D Kt
V 

    и  0 0 dD C V . 

Изборът на импулсните моменти  1 2 1 2, ,... ...t t t t  , т.е. моментите, в които се 

приема лекарственото средство, и неговите дозировки 1 2, ,...D D   1 20, 0,...D D  , както 

казахме по-горе, зависят от предписанието на лекуващия лекар. Тук ще дадем някои 
съображения свързани с тези елементи на лечебната схема. 
1. Нека терапевтичният прозорец ограничава концентрацията на лекарственото средство в 
следните граници: 

- долна граница 
min min, 0C C const  ; 

- горна граница 
max max min,C C const C  . 

Следователно 

   min max
0t t C C t C     . 

2. Нека импулсният прием на лекарство се осъществява в моментите, когато 
концентрацията достигне долната граница на терапевтичния прозорец, т.е. изпълнени са 
равенствата 

  min , 1, 2,...iC t C i  . 

3. Лекарствените дози са такива, че след прием на лекарственото средство 
концентрацията достига горната граница на терапевтичния прозорец. С други думи имаме 

max min , 1, 2,...i

d

D
C C i

V
   . 

4. В началния момент на лечението в компартимента е внесено такова количество 
лекарствено средство, че началната концентрация е равна на горната граница на 
терапевтичния прозорец, т.е. предполагаме, че 

max
0C C . 

Тогава изходната начална задача (2.28), (2.29), (2.30) можем да редактираме както следва 

 (2.31)    1 1, ;i i i

dC
KC t t t t d

dt
        

(2.32)        max min0 , 1, 2,...;i iC t C t C C i      

(2.33)      max
0 .C t C  
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 За решението на задачата (2.31), (2.32), (2.33) е валидна Теорема 2.3. 
Следователно, решението на тази задачата е орбитално Хаусдорфово зависимо относно 
началното условие и разликата между импулсните моменти. Тази разлика в разглежданата 
задача е 

max

min

1
ln

C
d

K C
 . 

Този факт има следното тълкуване: 
Концентрациите на лекарствените средства в кръвта на един и същи пациент при 

две различни схеми на лечение са приблизително равни (в смисъл, че Хаусдорфовото 
разстояние между тях може да се счита за произволно малко), ако са изпълнени следните 
условия: 
- Манипулационният период (периодът през който се приемат лекарствените средства) е 

ограничен и е един и същи за двете схеми на лечение; 
- Концентрациите на лекарствата в началния момент на лечението при двете схеми на 

лечение се различават несъществено; 
- Началните моменти на лечението и при двете схеми приблизително съвпадат; 
- Дозировките при всеки дискретен лекарствен прием и при двете схеми на лечение са 

равни; 
- Дозовите интервали (интервалите между два последователни момента на лекарствен 

прием) удовлетворяват следните изисквания: 
- ограничени са отдолу, 
- в едната от двете схеми (наречена основна схема) дозовите интервали са равни 
помежду си, т.е. приемът на лекарствени средства е периодичен, 
- съответните дозови интервали между двете схеми са приблизително равни, което 
означава, че моментите на прием на лекарството в двете схеми на лечение 
приблизително съвпадат. 
 

Глава 3. ОРБИТАЛНА ХАУСДОРФОВА ЗАВИСИМОСТ НА РЕШЕНИЯТА НА КЛАС 
НЕАВТОНОМНИ ДИФЕРЕНЦИАЛНИ УРАВНЕНИЯ С ПРОМЕНЛИВИ СТРУКТУРА И 
ИМПУЛСИ 
 Основен обект на изследване в тази глава са нелинейни неавтономни системи 

диференциални уравнения с променливи структура и импулси. Моментите на смяната на 

дясната страна на системата и моментите, в които се осъществяват импулсните 

въздействия съвпадат и не са предварително фиксирани. Тези моменти се наричат 

превключващи. По-точно, структурните изменения и импулсите се осъществяват, когато 

траекторията на съответната начална задача пресича така нареченото „превключващо 

множество”, разположено във фазовото пространство на системата. Тук ще предполагаме, 

че превключващото множество се състои от изброимо много гладки повърхнини. Тези 

превключващи множества се променят заедно със смяната на структурата на системата, 

която изследваме. 

В първия параграф на главата за този тип системи е въведено понятието 

орбитална Хаусдорфова зависимост по отношение на началната точка и импулсните 

въздействия. Намерени са достатъчни условия, при които решенията притежават това 

свойство. 

По-подробно, Хаусдорфова зависимост по отношение на началната точка и 

импулсните въздействия означава, че сравнително “малки” смущения на началната точка и 

импулсите водят до “малки” различия между траекториите на основната начална задача и 

съответната й смутена задача. В тази глава траекториите са дефинирани в предварително 

фиксиран и ограничен времеви интервал. Разстоянието между траекториите е в термините 

на Хаусдорфовата метрика. Ще обърнем още веднъж внимание, че избраната метрика е 

изключително удобна при определяне на разстояния между прекъснати функции, особено 
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ако точките на прекъсване на двете функции са различни във времето. Точно такива 

функции са решенията на системите уравнения от разглеждания тип. 

Във втория параграф на главата, получените теоретични резултати, са приложени 

върху обобщен математически модел на Лотка-Волтера, описващ еволюционната 

динамика на съобщество от тип хищник-жертва. Новото тук е, че съобществото 

последователно сменя закона на развитие (скоростта на изменение на популацията) и е 

подложено на кратковременни външни въздействия. Изследванията в тази глава 

обобщават резултатите в монографията [155]. 

Първите изследвания, посветени на импулсни уравнения с използване на 

Хаусдорфова метрика, са на B. Ahmad и S. Sivasundaram [69] и [70]. На споменатия по-горе 

импулсен модел на Лотка-Волтера са посветени редица изследвания, от които тук ще 

посочим следните: [76], [84], [144], [163], [182], [189], [193], [194], [195], [196], [209], [210], 

[212], [213], [215], [219], [220], [221], [230], [231], [243], [248], [269], [272], [274], [281], [282] и 

[287]. 

Основен обект на изследване е следната начална задача: 

 (3.1)        , , 0i i

dx
f t x x t

dt
  ; 

(3.2)             0 , 0i ix t x t I x t x t    ; 

(3.3)     0 0 ,x t x  

където: 

- десните страни на системата : n
if R D R   ; 

- превключващите функции :i D R  ; 

- D  е област от 
nR ; 

- началната точка  0 0,t x R D  . 

Множеството от точки x D , които удовлетворяват равенството   0i x  , се 

нарича i -то превключващо множество (в случая това е хиперповърхнина, разположена в 

D ). Това множество ще бележим с i , т.е. 

  ; 0 , 1,2,...i ix D x i     . 

Функциите : n
i iI R  , 1, 2,...i  , се наричат импулсни функции. Ще предполагаме, че е 

изпълнено  :i iId I D   , където Id  е идентитетът в 
nR . Моментите, в които 

траекторията на горната задача последователно среща превключващите 

хиперповърхнини, означаваме с 1 2 1 2, ,..., 0 ...t t t t   . Решението на задачата (3.1), (3.2), 

(3.3) ще означаваме с  0 0; ,x t t x . 

Заедно с основната задачата (3.1), (3.2), (3.3) разглеждаме и съответната й 

смутена задача 

 (3.4)        
*

* *, , 0i i

dx
f t x x t

dt
  , 

(3.5)             * * * * *0 , 0i ix t x t I x t x t    , 
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(3.6)     * * *
0 0x t x , 

където: 

- импулсните функции 
* : n
i iI R   и  * :i iId I D   ; 

- началната точка  * *
0 0,t x R D  . 

Както се вижда, разликата между задачите (3.1), (3.2), (3.3) и (3.4), (3.5), (3.6) е в 

началната точка и импулсните функции. Решението на смутената задача (3.4), (3.5), (3.6) 

ще означаваме с  * * *
0 0; ,x t t x , а моментите, в които траекторията на тази задача среща 

последователно превключващите хиперповърхнини , 1,2,...i i  , ще означаваме 

съответно с 
* *
1 2, ,...t t , 

* *
1 20 ...t t   . 

Дефиниция 3.1. Ще казваме, че решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3) е 

орбитално Хаусдорфово зависимо относно началната точка  0 0,t x  и импулсните 

функции 1 2, ,...I I , ако: 

   0 0, : , 1, 2,...n
i it x R D I R i        

   00 , , 1,2,...iT t T t i       

  0 0 1 2, , , , , ,... 0 :t x T I I      

  * * * *
0 0 0 0 0 0, ,t R t t x D x x          

    * *: , , , 1, 2,...n
i i i iI R I x I x x i        

  * *
0 0, , ,H t T t T       . 

Основната цел на изследванията в настоящия параграф е нами-рането на 

достатъчни условия за съществуване на орбитална Хаусдорфова зависимост относно 

началната точка и импулсните функции на решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3). 

По-нататък ще използваме следните условия, които са валидни за всяко 1, 2,...i  : 

H3.1. Функциите , n
if C R D R     и , n

i xf Lip R D R    . 

H3.2. Съществуват положителни константи ifC  такива, че: 

- Изпълнени са 

    , , if
it x R D f t x C     ; 

- Редът 
1,2,...

1
if

i C
  е разходящ. 

H3.3. За всяка точка  0 0,t x R D   задачата без импулси (3.1), (3.3) притежава 

единствено решение, дефинирано при t R . 

H3.4. За всяко множество на превключване   ; 0i ix D x     е валидно 

включването 

\ \i i D D   . 



23 
 

H3.5. Функциите  1 ,i C D R   и 

      , , , 0i i it x R grad x f t x     . 

H3.6. Функциите , n
i iI C R     и   :i iId I D   . 

H3.7. Съществува положителна константа   такава, че са изпълнени неравенствата 

   1,E i i iId I      . 

В следващата теорема са посочени достатъчни условия за отсъствие на явлението 

кондензация на моментите на превключване. С други думи, намерени са условия, при 

които lim i
i

t


  . 

Теорема 3.1. Нека: 

1. Изпълнени са условията H3.1, H3.2 и H3.3. 

2. Траекторията  0 ,t   на задачата (3.1), (3.2), (3.3) среща безбройно много 

превключващи множества 1 2, ,...   съответно в превключващите моменти 

1 2, ,...t t . 

Тогава lim i
i

t


  . 

Основният резултат в главата се съдържа в следната теорема. 

Теорема 3.3. Нека са изпълнени условията H3.1 - H3.7. 

 Тогава решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3) е орбитално Хаусдорфово 

зависимо относно началната точка  0 0,t x  и импулсните функции 1 2, ,...I I . 

Класическият математически модел на Лотка-Волтера (без импулсни смущения и с 

фиксирана структура) сравнително адекватно описва динамиката на изолирано 

съобщество от тип жертва-хищник. При този модел основното изискване е да няма 

дискретни външни въздействия. В този параграф се изучава тъкмо обратното: съобщество 

от тип жертва-хищник, което е подложено на кратковременни външни въздействия 

(обикновено дължащи се на намесата на човека). Тези въздействия се изразяват в 

отнемането или добавянето на определени количества биомаса, които принадлежат както 

на жертвата, така и на хищника. Освен това, непосредствено след импулсните смущения 

се извършва и смяна на дясната страна на системата. Обикновено тази промяна се свежда 

до изменение на основни параметри на моделната система. 

Естествено е да се предполагат следните ограничения, които се отнасят за 

външните въздействия: 

- Времетраенето на всяко от външните въздействия е пренебрежимо малко в сравнение с 

общата продължителност на процеса, поради което може да се приеме, че въздействията 

се осъществяват „мигновено” под формата на импулси; 

- Въздействията се извършват в моментите, в които биомасите на жертвата и хищника 

достигнат определени количествени характеристики. Това изискване математически може 

да се опише с импулсни отнемания или добавяния на биомаса, които се осъществяват при 

срещата на траекторията на системата с предварително фиксирани множества, наречени 

„превключващи множества”. Тези множества са разположени във фазовото пространство. 

Като правило, превключващите множества са гладки криви, принадлежащи на 

пространството на допустимите състояния на системата; 

- „Големините” на импулсните въздействия (обемът на отнеманията или добавянията на 

биомаса) са ограничени отдолу. Основната причина за това предположение е, че 
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практически е невъзможно да се добавя или отнема биомаса в количества, които са под 

определен минимум; 

- „Големините” на импулсните въздействия са ограничени отгоре. Това предположение има 

следното принципно обяснение: 

- Ако въздействието е от типа отнемане на биомаса (това е най-често срещаният 

случай, който е обект на изследване и в настоящия параграф), то е невъзможно отнетото 

количество да е повече от наличното в момента на импулсното въздействие; 

- Ако въздействието е от типа добавяне на биомаса (това е рядко срещан случай), 

то от финансова гледна точка не е целесъобразно добавеният обем на биомасата да е над 

определен „икономически оправдан” максимум; 

- Много често, по обективни причини, е невъзможно жертвата и хищникът да се сепарират 

отделно. В тези случаи, отнетата биомаса от съобществото представлява смес от 

биомасите на жертвата и хищника. Нещо повече, отнетите обеми от двата вида са 

пропорционални на количествата на биомасите им в момента на отнемането. По-точно, ако 

количествата на биомасите на жертвата и на хищника в момента на импулсните 

въздействия са съответно m  и M , то количествата, които се отнемат са съответно .i m  

и .i M , като индексът i  показва номера на последователното импулсно въздействие. 

Функциите  , , 1, 2,....i i m M i    , са дефинирани за всяка точка от съответното 

превключващо множество и удовлетворяват неравенствата:  0 , 1i m M   . Често 

срещан случай е i const  . 

- Ще отбележим, че при импулсната интервенция върху биомасата на популацията се 

променят и някои специфични параметри на нейното развитие. Такива например са 

коефициентите, отразяващи вътрешновидовата борба или на растежа на отделната 

популация. Тези изменения в крайна сметка са свързани с промяна на скоростта на 

разтежа на популациите, т.е. свързани са с изменение на десните страни на моделната 

система. 

Един възможен обобщен математически модел на Лотка-Волтера с променливи 

структура и импулси със зададено начално състояние и който отговаря на горните 

изисквания, има математическа форма: 

(3.22)     ,m i m i m m

dm
m f m M m r q M

dt
    ,     , 0i m t M t  ; 

(3.23)     ,M i M i M M

dM
M f m M M r q m

dt
    ,     , 0i m t M t  ; 

(3.24)           0 1 ,im t m t M t m t   ,     , 0i m t M t  ; 

(3.25)           0 1 ,iM t m t M t M t   ,     , 0i m t M t  ; 

(3.26)     0 00 ; 0m m M M  , 

където: 

- Размерността на системата е 2n  ; 

-   0m m t   и   0M M t   са съответно количествата на биомасите на жертвата и 

хищника в момента 0t  ; 
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- Константите 0mr   и 0Mr   са специфични коефициенти на растежа, които са 

съответни на първия вид (жертвата) и втория вид (хищника); 

- Константите 0mq   и 0Mq   са коефициентите, отразяващи вътрешновидовата 

борба. Те са съответни за жертвата и хищника; 

- Превключващите моменти 1 2, ,...t t , 1 20 ...t t   , удовлетворяват равенствата 

    , 0, 1, 2,...i i im t M t i   ; 

- Предполагаме, че функциите 

     00, 1 , ,i i i i

m
m M m p m M

m
      , 

където , 0 1, 1,2,...i ip const p i    ; 

- Стойностите: 

      . , .i i i i im m t M t m t    и       . , .i i i i iM m t M t M t    

са количествата биомаса, съответно от жертвата и от хищника, които се отнемат под 

формата на импулси съответно в превключващите моменти , 1, 2,...it i  ; 

- Положителните константи m i  и M i  регулират съответно скоростите на нарастване 

на биомасите на жертвата и хищника; 

- Константите 0 0m   и 0 0M   са количествата на биомасите на двата вида в 

началния момент 0 0t t  ; 

Обобщеният модел на Лотка-Волтера с променливи структура и импулси (при 

наличието на няколко естествени предположения) удовлетворява условията на Теорема 

3.3. Следователно, решението на задачата (3.22) - (3.26) е орбитално Хаусдорфово 

зависимо относно началната точка  0 0,m M  и импулсните функции , 1,2,...iI i  . 

Възможно е следното тълкуване на получените резултати. Нека: 

- Разглеждаме динамиката на две еднотипни съобщества от тип „хищник-жертва“, 

подложени на дискретни външни въздействия и смяна на закона на развитие 

непосредствено след въздействията. Разликата между съобществата е в началните им 

състояния (количествата на биомасите в началния момент) и големините на 

последователните импулсни отнемания. Едното съобщество приемаме за 

„оригинално“, а другото за „смутено“; 

- Изходните количества на биомасите на жертвата и хищника в смутеното съобщество 

не се различават съществено съответно от началните количества на биомасите на 

жертвата и хищника в оригиналното съобщество; 

- Импулсните отнемания в смутеното съобщество и оригиналното съобщество са 

„приблизително равни”. 

Тогава за краен интервал от време (независимо колко голям е той) изменението на 

биомасите в съобществата на двете биосистеми се развива „приблизително по един и 

същи закон” („траектория”). По-точно казано, Хаусдорфовото разстояние между тези две 

прекъснати траектории клони към 0, ако разликите между съответните начални условия и 

импулсни функции клони към 0. 
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Глава 4. ОРБИТАЛНА ХАУСДОРФОВА УСТОЙЧИВОСТ НА РЕШЕНИЯТА НА КЛАС 

НЕАВТОНОМНИ ДИФЕРЕНЦИАЛНИ УРАВНЕНИЯ С ПРОМЕНЛИВИ СТРУКТУРА И 

ИМПУЛСИ 

През последните години редица изследвания са посветени на качествената теория 

на диференциалните уравнения без импулси, при които се използва Хаусдорфова метрика: 

[71], [72], [155] и [156]. Тук тази метрика се използва при изучаването на неавтономни 

системи диференциални уравнения с променливи структура и импулси. 

В тази последна глава на дисертацията основен обект на изследване (както и в 

предходната трета глава) е клас неавтономни нелинейни системи диференциални 

уравнения с променливи структура и импулси. Ще припомним, че смяната на десните 

страни на системата и импулсните въздействия се реализират в моментите, в които 

траекторията на съответната начална задача среща поредното „превключващо 

множество”. Това множество е разположено във фазовото пространство на системата. 

Изследванията в настоящата глава са проведени в частния случай, за който: 

- Множествата на десните страни на системата, превключващите множества и импулсните 

функции се състоят от краен брой елементи, т.е. 

      , ; 1,2,... , ; 1,2,...,i jf t x i f t x j k   , 

   ; 1, 2,... ; 1, 2,...,i ji j k     , 

      ; 1, 2,... ; 1, 2,...,i jI x i I x j k   ; 

- Превключващите множества съвпадат с части от предварително зададени хиперравнини. 

За описаната по-горе задача, тук за първи път са въведени термините: 

- орбитална гравитация; 

- орбитална Хаусдорфова устойчивост относно началното условие. 

Споменатите термини е възможно да се отнесат и за системи диференциални уравнения 

без импулси и с постоянна структура. Така например, ще казваме, че една система 

диференциални уравнения (без импулси и с постоянна структура) е орбитално 

гравитираща с константа  , ако Хаусдорфовото разстояние между две нейни произволни 

траектории е   пъти по-малко от Евклидовото разстояние между тях. 

Нека дясната страна на разглежданата система (с променливи структура и 

импулси) последователно съвпада с функциите 1 2, ,...f f . Нека решенията на всяка една от 

съответните системи без импулси 

  , , 1, 2,...i

dx
f t x i

dt
  , 

са орбитално гравитиращи. При това основно предположение, в първия параграф на 

главата са намерени достатъчни условия, при които решенията на основната (изучаваната) 

задача с променливи структура и импулси са орбитално Хаусдорфово устойчиви относно 

началното условие. 

Във втория параграф на глава 4 е разгледана моделна система, описваща 

отклонението от равновесното положение и скоростта на движение на материална точка. 

Специфични особености на разгледания модел и в частност на материалната точка са: 

- материалната точка е с ненулева маса; 

- окачена е на идеално пъргава пружина; 

- разположена е в изолирана среда; 

- подложена е на външни дискретни импулсни въздействия в моментите, в които 

преминава през горното си равновесно положение; 
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- в тези моменти материалната точка се премества скокообразно; 

- в тези моменти нейната скорост се анулира; 

- в тези моменти се сменя честотата на движението на материалната точка. 

Оказва се, че математическият модел представлява система обикновени диференциални 

уравнения с променливи структура и импулси. Намерени са естествени ограничения на 

параметрите на съответния математически модел, при които решението е орбитално 

Хаусдорфово устойчиво. 

Най-напред ще дефинираме понятието орбитално гравитираща система 

диференциални уравнения. 

Разглеждаме началната задача 

   0 0, ,
dx

f t x x t x
dt
  , 

където: 

- функцията : nf R D R   ; 

- множеството D  е област от 
nR ; 

- точката  0 0, nt x R D  . 

Решението на горната задача означаваме с  0 0; ,X t t x . Съответната траектория на това 

решение бележим с  0 ,t  , т.е.     0 0 0 0, ; , ,t X t t x t t      . С  * * *
0 0; ,X t t x  и 

* *
0 ,t   означаваме съответно решението и траекторията на смутената задача 

   * *
0 0, ,

dx
f t x x t x

dt
  , 

където точката  * *
0 0, nt x R D  . 

Дефиниция 4.1. Ще казваме, че системата 

 ,
dx

f t x
dt
  

е орбитално гравитираща в областта D  с константа 1  , ако: 

  * *
0 0 0 0, ,t t D x x D     

       * * * *
0 0 0 0, , , . , , ,H Et t t t               

       * * * * * *
0 0 0 0 0 0max sup inf ; , , ; , , , ,E X t t x X t t x t t t t    

      * * * * * *
0 0 0 0 0 0sup inf ; , , ; , , ,E X t t x X t t x t t t t    

      * * * * * *
0 0 0 0 0 0.inf inf ; , ; , , , .E X t t x X t t x t t t t     

Основен обект на изследване е следната начална задача 

(4.1)       , , ,i i i

dx
f t x a x t

dt
  ; 

(4.2)            0 , , , 1,2,...;i i ix t x t I x t a x t i      
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(4.3)     0 0 ,x t x  

където: 

- размерността n N ; множеството D  е непразна област от 
nR ; 

- функциите : n
if R D R   ; 

- векторите  1 2, ,..., , 1n n
i i i i ia a a a R a   ; 

- константите i R  ; 

- функциите : n
i iI R  , където  ; ,i i ix D a x     ; 

- началната точка  0 0,t x R D  . 

Множествата , 1, 2,...i i  , се наричат превключващи множества. Ще отбележим, 

че в този параграф тези множества са части от хиперравнини, разположени в D . 

Функциите , 1,2,...iI i  , се наричат импулсни функции. Ще предполагаме, че са 

изпълнени съотношенията  :i iId I D   , където (както и в предходните глави) Id  е 

идентитетът в 
nR . Моментите, в които траекторията на горната задача последователно 

среща превключващите множества 1 2, ,...  , означаваме с 1 2, ,...t t . Изпълнени са 

неравенствата 0 1 2 ...t t t   . 

Решението  0 0; ,x t t x  на разглежданата задача е по части непрекъсната функция.  

Заедно със задачата (4.1), (4.2), (4.3) разглеждаме и съответната смутена начална 

задача (4.1), (4.2) с начално условие 

(4.4)      * *
0 0x t x , 

където началната точка  * *
0 0,t x R D  . Решението на смутената задача (4.1), (4.2), (4.4) 

ще означаваме с  * * *
0 0; ,x t t x , а моментите, в които траекторията на тази задача среща 

превключващите множества 1 2, ,...  , ще означаваме съответно с 
* *
1 2, ,...t t . Валидни са 

неравенствата 
* * *
0 1 2 ...t t t   . Tраекториите на задачите (4.1), (4.2), (4.3) и (4.1), (4.2), (4.4) 

ще бележим съответно както следва: 

    0 0 0 0, ; , ,t x t t x t t        и     * * * * * *
0 0 0 0, ; , ,t x t t x t t       . 

Дефиниция 4.2. Ще казваме, че решението на задачата (4.1), (4.2), (4.3) е 

орбитално Хаусдорфово устойчиво относно началното условие (началната точка), ако: 

       0 0 0 00 , , , 0 :t x R D t x            

   * * * *
0 0 0 0 0 0, ,t R t t x D x x          

   * *
0 0, , ,H t t       . 

Основната цел на настоящия параграф е намирането на достатъчни условия за 

орбитална Хаусдорфова устойчивост относно началното условие на решението на 

задачата (4.1), (4.2), (4.3). 

Тази цел ще постигнем, като основното изискване е последователните промени на: 
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- структурата (дясната страна на системата) на разглежданата задача; 

- импулсните функции; 

- превключващите множества 

да са ограничени в рамките на краен брой възможности. Ще считаме, че допустимите 

варианти са k  на брой.  

По-точно, ще предполагаме, че е валидно е следното условие: 

H4.0. Съществуват: 

- десни страни на системата  : n
jf R D R   ; 

- вектори  , 1n
j ja R a  ; 

- константи j R  ; 

- превключващи множества    ; ,j j jx D a x      

- импулсни функции  : n
j jI R  , 1, 2,...,j k , 

такива, че     1, 2,... 1, 2,..., :ii j k     

      , , , ,
ii jf t x f t x t x R D   ; 

ii ja a ; 
ii j  ; 

ii j  ;      ,
i ii j jI x I x x  . 

По-нататък ще предполагаме, че за всяко 1, 2,...,j k  са изпълнени следните 

условия: 

H4.1. Функциите  , n
jf C R D R     и  , n

j xf Lip R D R    . 

H4.2. Съществуват положителни константи 
1
jC , такива, че 

      1, ,j jt x R D f t x C     . 

H4.3. За всяка точка  0 0,t x R D   задачите без импулси 

    0 0, ,j

dx
f t x x t x

dt
   

притежават единствени решения, които са дефинирани при 0t t . 

H4.4. Превключващите множества j  са ограничени и са валидни включванията 

  \ \j j D D   . 

H4.5. Съществуват константи 
2 2, 0 1j jC C  , и функция , , ,C D R         0x   

при  jx  , такива, че 

            2, , , ,j j j j jt x R a f t x C f t x x      . 

H4.6. Съществуват положителни константи 
3
jC , такива, че са валидни неравенствата 

      3, , 1,2,...,E i j j jId I C i k      . 

H4.7. Съществуват положителни константи 
4
jC , такива, че 
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          4', " ' ' , '' '' . ' , ''j E j j j Ex x x I x x I x C x x       . 

Теорема 4.1. Нека: 

1. Изпълнени са условията H4.0, H4.1, H4.3, H4.4 при 1j j . 

2. Системата 

    
11 , ,j

dx dx
f t x f t x

dt dt
    

е орбитално гравитираща в областта D  със съответна константа 
1

1j  . 

3. Траекторията  0 ,t   не пресича превключващото множество 
11 j  . 

Тогава за всяка начална точка  0 0 0 1, ,t x R D x   , решението на 

основната задача (4.1), (4.2), (4.3) (в случая решението на основната задача съвпада с 

решението на задачата (4.1), (4.3) при 1i  ) е орбитално Хаусдорфово устойчиво 

относно началното условие. 

Основният резултат в дисертационния труд е следната теорема. 

Теорема 4.2. Нека: 

1. Изпълнени са условията H4.0 - H4.7. 

2. Системите 

  ,j

dx
f t x

dt
  

са орбитално гравитиращи в областта D  със съответни константи 1j  , 

1,2,...,j k . 

3. Траекторията  0 ,t   пресича превключващото множество 
11 j  . 

4. Валидни са неравенствата 

 

2

4

2
, 1, 2,...,

1

j

j

j j

C
C j k

C
 


. 

Тогава за всяка начална точка  0 0 0 1, ,t x R D x   , решението на 

основната задача (4.1), (4.2), (4.3) е орбитално Хаусдорфово устойчиво относно 

началното условие. 

Да разгледаме уравнението, описващо вертикалните трептения на материална 

точка с ненулева маса, окачена на идеално пъргава пружина в изолирана среда, т.е. без 

триене и при отсъствие на постоянно действащи външни сили. Да означим с  y y t  

отклонението на точката от равновесното и положение 0y  . Изпълнено е 

2
2

2
0

dy
y

dt
  , 

където   е параметър, отчитащ масата на материалната точка и качествата на 

пружината. Въвеждаме функциите: 

     1 cosx t y t C t      и   
 

 2 sin
dy t

x t C t
dt

      , 
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с които се изразяват съответно преместването на материалната точка и нейната скорост и 

които са решение на задачата 

  0, 0
dx

Ax x x
dt
  , 

където 0 0t   и 

1

022

0 1 cos
, ,

sin0

x C
x A x

Cx



 
  


. 

Системата 

dx
Ax

dt
  

е орбитално гравитираща с константа 1  . 

 Да предположим, че материалната точка във всеки момент, в който преминава през 

равновесното си състояние 
1 0x  , движейки се “отдолу нагоре” – това означава 

2 0x  , е 

подложена на външни въздействия. Нека последователните моменти на пресичане на 

равновесното положение на осцилатора означим с 1 2, ,...t t . Ясно е, че са валидни 

равенствата 

 1 0, 1,2,...ix t i  . 

Въздействията в момента it t  се състоят в следното: 

- Моментално преместване на материалната точка от положение  1
ix t  в положение 

        1 1 1 20 ,i i i i ix t x t I x t x t   ; 

- Анулиране на скоростта на движение на материалната точка, т.е. моментално 

преместване на скоростта от положение  1
ix t  в положение  2 0 0ix t   ; 

- Смяна на честотата на движение на материалната точка. Например, от текуща честота 

i  до момента it  в нова честота 1i   след този момент. Последната смяна 

рефлектира върху промяна на дясната страна на системата. 

Отместването от равновесното положение и скоростта на материалната точка се 

описват с помощта на началната задача за диференциални уравнения с променливи 

структура и импулси. 

(4.18)      2, , 0, 0i

dx
A x a x t x t

dt
   ; 

(4.19)             20 , , 0, 0ix t x t I x t a x t x t     ; 

(4.20)     00x x , 

Намерени са ограничения, при които е в сила твърдението на Теорема 4.2.  

Предлагаме следното тълкуване на резултатите в параграфа. Да разгледаме 

решението на моделна начална задача, описваща вертикалните трептения (отклонения от 

равновесно положение и скорости на движение) на материална точка, която е: 

- с ненулева маса; 

- окачена на идеално пъргава пружина; 
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- разположена в изолирана среда; 

- подложена на външни дискретни импулсни въздействия в моментите 1 2, ,...t t , в 

които преминава през горното си равновесно положение; 

- в тези моменти материалната точка се премества скокообразно; 

- в моментите 1 2, ,...t t  скоростта се анулира; 

- в тези моменти се сменя честотата на движение на материалната точка, 

В параграфа са посочени достатъчни условия, които гарантират, че разглежданото 

решение е орбитално Хаусдорфово устойчиво. 
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 Заключение 
В настоящия дисертационен труд са получени следните по-важни резултати, 

отнасящи се към фундаменталната и качествена теория на неавтономните системи 

диференциални уравнения с променливи структура и импулси: 

1. Изучени са полезни свойства на Хаусдорфовото разстояние между непразни 

множества в 
nR . В частност е установено, че ако всяка от параметричните криви   

и
*  може да се представи като обединение на непресичащи се криви, т.е.: 

1,2,...,

,i i j
i k

   


      и   

* * * *

1,2,...,

,i i j
i k

   


   , 

то Хаусдорфовото разстояние между   и 
*  е не по-голямо от максималното 

Хаусдорфово разстояние между двойките криви i  и 
*
i , 1,2,...,i k . Тези 

резултати намират приложение при качествените изследвания на диференциалните 

уравнения с променливи структура и импулси; 

2. Намерени са достатъчни условия за орбитална Хаусдорфова зависимост на 

решенията на клас неавтономни диференциални уравнения с импулси относно 

началната точка и разликата между последователни импулсни моменти; 

3. Намерени са достатъчни условия за орбитална Хаусдорфова зависимост на 

решенията на клас неавтономни диференциални уравнения с променливи структура и 

импулси относно началното условие и импулсните въздействия; 

4. Получени са достатъчни условия за орбитална Хаусдорфова устойчивост на 

решенията на клас неавтономни диференциални уравнения с променливи структура и 

импулси относно началното условие 

5. Получените теоретични резултати са приложени върху конкретни динамични 

математически модели от фармакокинетиката, популационната динамика и теория на 

автоматичното регулиране. 

 

Д Е К Л А Р А Ц И Я 

относно авторските права на представените в дисертацията резултати 

 

1. Резултатите и сведенията от увода и част от първата глава (всички параграфи без 

последния параграф 1.5) са получени предварително от други изследователи. 

Представеният материал се базира на различни литературни източници, които са 

надлежно посочени. 

2. Резултатите от параграф 1.5 са публикувани в статията: 

Dishlievа K., Dishliev A., Nenov S., Radeva V., Hausdorff metrics and parametric curves, 

International Electronic J. of Pure and Applied Mathematics, (2014), Vol. 8, № 2, 53-65. 

3. Резултатите от параграф 2.1 са публикувани в статията: 

Dishlievа K., Dishliev A., Radeva V., Orbital Hausdorff dependence on impulsive differential 

equations, (2014), Vol. 13, № 3, 145-163. 

4. Резултатите в параграф 3.1 са продължение на изследванията в статията: 
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Dishliev A., Dishlieva K., Orbital Hausdorff continuous dependence of the solutions of 

impulsive differential equations with respect to impulsive perturbations, International J. of 

Pure and Applied Mathematics, (2011), Vol. 70, № 2, 167-187. 

Новото в представените в параграф 3.1 изследвания (сравнено с посочената статия) се 

състои в следното: 

- Изследваната система е неавтономна, за разлика от цитираната работа; 

- Изучаваната система е с променлива структура, за разлика от цитираната работа, 

където дясната страна е постоянна; 

- Превключващите множества са безбройно много, като те се променят последователно 

във времето, докато в посочената работа съответното превключващо множество е 

единствено. 

5. Останалите резултати в дисертацията са нови и се публикуват за първи път тук. 
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