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Дисертационният труд е обсъден и насочен за защита от разширен 

катедрен съвет на катедра Математика при Химикотехнологичен и металургичен 

университет (ХТМУ), град София, проведен на 07. 12. 2012 г. 

 

 Публичната защита на дисертационния труд ще се проведе на 04. 02. 2013 

от 11 часа в зала 424, сграда A на ХТМУ – София. 

 
 Основни данни за дисертационния труд: 

- автор: гл. ас. Сашка Ангелова Петкова; 

- месторабота на автора: главен асистент в катедра Математика на ХТМУ; 

- научни ръководители: проф. дхн Асен Гиргинов и проф. д-р Ангел Дишлиев; 

- заглавие: ‘’Фундаментални, качествени и оптимизационни задачи за диферен- 

  циални уравнения с променлива структура и импулси’’; 

- област на висше образование: 4. Природни науки, математика и информатика; 

- професионално направление: 4.5. Математика; 

- научна специалност: Математ. моделиране и приложения на математиката; 

- шифър: 01 01 13; 

- съдържание: увод, основно изложение, заключение, декларация, списък на 

  публикациите на автора по дисертацията, библиография; 

- брой параграфи в основното изложение: 6, разпределени в 3 глави; 

- брой страници на дисертацията: 118; 

- брой страници на основното изложение: 91; 

- брой фигури: 12; 

- брой публикации на автора, свързани с дисертационния труд: 3; 

- брой литературни източници в библиографията: 243. 
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 За удобство означенията и номерацията в автореферата и дисертационния труд 
са идентични. 

Глава 0. Увод 
Описание на основните математически обекти, изследвани в дисертацион-

ния труд: Разглежданите в дисертационния труд проблеми се отнасят към 
фундаменталната и качествената теория на нелинейните системи диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси. 

От начина, по който се определят моментите, в които се извършват импулсните 
въздействия и смяната на структурата, системите с променлива структура и импулси се 
разделят на няколко класа. Тук ще посочим следните класове: 

1.Моментите на превключване са предварително фиксирани; 
2.Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които траекторията 

анулира предварително зададени функции, дефинирани във фазовото пространство на 
системата. Тези функции се наричат превключващи; 

3.Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които траекторията 
среща предварително зададени множества (с възможно най-обща структура), 
дислоцирани във фазовото пространство на системата. Тези множества се наричат 
превключващи; 

4.Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които интегралната крива 
на изучаваната система анулира предварително зададени функции, дефинирани в 
разширеното фазовото пространство на системата; 

5. Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които интегралната 
крива среща предварително зададени множества, разположени в разширеното фазово 
пространство на системата (обикновено това са непресичащи се хиперповърхнини); 

6.Моментите на превключване съвпадат с моментите, в които решението 
минимизира (максимизира) дадена функция или функционал; 

7.Превключващите моменти имат случаен характер и др. 
В дисертационния труд се изучават системи диференциални уравнения от 

посочените по-горе 2, 4 и 6 тип. Те се състоят от следните структуроопределящи 
елементи: 

1. Съвкупност от системи нелинейни обикновени диференциални уравнения, 
описващи непрекъснатите етапи от динамиката на моделираните процеси: 

   , , 1,2,...i i

dx dx
f t x f x i

dt dt

 
   

 
; 

където: 

- функциите 
1 2, ,... , nf f C D      1 2, ,... , nf f C D    , т.е. десните страни на 

горните системи са непрекъснати функции в дефиниционното си множество, 

- фазовото пространство D  е непразна област от 
n
; 

2. Условия за последователно определяне на моментите на: 
- смяната на структурата на системата от диференциални уравнения (смяна на дясната 
страна), 
- импулсни въздействия върху решението. 

Тези два типа моменти в общия случай съвпадат помежду си и се наричат с 
общото наименование моменти на превключване. Те са последователни решения на 
системи от алгебрични уравнения от вида: 

  , 0i t x t    или     0i x t  , 1,2,...i  , 

където функциите 1 2, ,...   се наричат превключващи функции. Те са съответни за всяка 

една дясна страна и са непрекъснати в разширеното фазово пространство или във 
фазовото пространство на изучаваните системи от диференциални уравнения, т.е. 

1 2, ,... ,C D       или  1 2, ,... ,C D   . Моментите на превключване означаваме 

с 1 2, ,...t t ; 
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3. Импулсни функции, които определят големината (и посоката) на импулсните 
въздействия. Тези въздействия математически се описват както следва: 

      0 , 1,2,...i i i ix t x t I x t i    . 

Импулсните функции 
1 2, ,...I I  са непрекъснати във фазовото пространство на 

разглежданите системи с променлива структура и импулси. 
Решенията на съответните начални задачи на разглежданите системи 

диференциални уравнения са частично непрекъснати функции с точки на прекъсване от 
първи род, в които решенията са непрекъснати отляво. 
 

Специфични особености и възникващи трудности при изучаване на 
математическите обекти от дисертацията: Специфичните особености, свързани с 
изследването на системите с променлива структура и импулси, а също така и 
възникващите трудности при тяхното изучаване, са следните: 

1. Прекъснатост на решението на съответната начална задача: Точките на 
прекъсване са от първи род, т.е. „скокът” е ограничен. Обикновено се предполага, че 
решението е непрекъснато отляво в точките на импулсно въздействие; 

2. Наличие на ефекта „биене”: В този случай, интегралната крива или 
траекторията на системата диференциални уравнения среща многократно (възможно е 
и безбройно много пъти) превключващите множества. Тогава, може да се получи 
ситуация, при която превключващите моменти да притежават точка на сгъстяване и 
следователно решението да не е продължимо надясно от тази точка. Това означава, че 
решението „загива”. Поради тази причина при описаната по-горе ситуация, не може да 
се изучават различни аспекти на качествената теория на този тип системи, като 
например: непрекъсната зависимост, периодичност, устойчивост и др.; 

3. Загуба на свойството автономност: Независимо, че е възможно десните страни 
на разглежданите системи да не зависят от времето, то решенията на съответните 
начални задачи са функции на началния момент. Действително, лесно се съобразява, 
че решенията зависят от моментите на превключване. От своя страна, превключващите 
моменти се получават като решения на алгебрични уравнения, в които участва 
решението. По този начин достигаме до извода, че решението зависи съществено от 
началния момент; 

4. Сливане на решения: Обикновено сливанията се осъществяват след импулсни 
въздействия върху поне едно от сливащите се решения; 

5. Промяна на превключващите моменти при промяна на началното условие: 
Различните решения (с начални условия, които не съвпадат) имат различни 
превключващи моменти, включително при едното от тези решения е възможно да 
липсват превключващи моменти. Такъв е случаят на нулевото решение, което не е 
подложено на импулсни въздействия; 

6. Промяна на превключващите моменти при смущаване на елементи на 
системата: В общия случай решенията на изследваната начална задача и на 
съответната смутена начална задача (при едни и същи начални условия) имат различни 
превключващи моменти. Този факт означава, че съответните им импулсни въздействия 
са различни по големина и направление; 

7. Натрупване на грешки: Пертурбациите и неточностите при определяне на 
моментите на смяната на структурата (десните страни на системите), както и при 
определяне на големините и направленията на импулсните въздействия, се „натрупват” 
във времето. Те оказват съществено влияние при пресмятане на големината на 
решението в даден момент, а също така и на неговото поведение. Така например, при 
неограничен брой на импулсните въздействия тези “натрупани” пертурбации могат да 
имат непреодолим характер и да доведат до формирането на решения, които се 
различават неограничено от изучаваното „непертурбирано” решение. 
 

Преглед на основните резултати, свързани с изследваните математически 
обекти: Началото на качествената теория на импулсните диференциални уравнения от 
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разглеждания тип е поставено от В. Мильман и А. Мышкис в първата половина на 
шестдесетте години на миналия век [21] и [22]. В тези работи са дадени някои общи 
съображения за необходимостта от изучаване на системите с импулсни въздействия. 
Получени са първите резултати за устойчивост на техните решения. 

Въведените математически обекти се оказаха много полезни за математическите 
приложения, в резултат на което се появиха многобройни изследвания. Тук ще посочим 
част от монографиите на български автори, отнасящи се за фундаменталната и 
качествената теория на импулсните диференциални уравнения и техните приложения: 
Д. Байнов и В. Ковачев [59]; Д. Байнов, С. Костадинов и Н. Минх [79]; Д. Байнов и П. 
Симеонов [92], [93], [94], [95] и [96]; Д. Байнов и С. Христова [77]; В. Лакшмикантам, Д. 
Байнов и П. Симеонов [169]; Г. Стамов [211]; И. Стамова [218]; А. Дишлиев, К. Дишлиева 
и С. Ненов [126]. 

От монографиите, посветени на импулсните диференциални уравнения, с автори 
извън България, ще споменем: А. Самойленко и Н. Перестюк [30] и [205]; Н. Перестюк, 
В. Плотников, А. Самойленко и Н. Скрипник  [23]; С. Борисенко, В. Косолапов и А. 
Оболенский [5]; А. Халанай и Д. Векслер [37]; С. Завалищин и А. Сесекин [10] и [236]; С. 
Завалищин, А. Сесекин и С. Дрозденко [9]; S. Pandit и S. Deo [200]; M. Benchohra, J. 
Henderson и S. Ntouyas [98]. 
 Изследванията на системите диференциални уравнения с импулси условно 
можем да разпределим в три общи направления: 

1. Пренасяне на някои резултати от диференциалните уравнения в ''непрекъс-
натия случай'' към уравненията с импулсни въздействия (виж [6], [7], [8], [29], [38], [40], 
[42], [44], [45], [50], [51], [56], [59], [87], [88], [99], [135], [136], [140], [146], [147], [149], [152], 
[154], [158], [166], [167], [168], [172], [182], [189], [190], [195], [197], [198], [199], [207], [229], 
[235], [242] и др.); 

2. Изследвания на специфични качества, характерни само за решенията на 
уравненията с импулсни въздействия (виж [14], [15], [24], [25], [26], [28], [32], [46], [47], 
[60], [61], [67], [68], [69], [72], [73], [74], [75], [78], [80], [89], [90], [98], [100], [101], [102], 
[108], [111], [112], [118], [119], [120], [121], [122], [123], [124], [125], [126], [127], [128], [129], 
[137], [138], [139], [143], [144], [153], [154], [155], [156], [164], [165], [170], [187], [188], [191], 
[201], [202], [212], [213], [214], [219], [221], [227] и др.); 

3. Моделиране и оптимизиране на процеси от практиката с помощта на импулсни 
уравнения. При това изучаваните процеси могат да се опишат и изследват адекватно 
само с такъв тип уравнения (виж [4], [11], [12], [13], [16], [33], [48], [49], [52], [53], [54], [55], 
[57], [58], [70], [71], [97], [103], [104], [106], [109], [110], [113], [115], [116], [117], [130], [131], 
[132], [133], [134], [141], [142], [148], [150], [157], [159], [160], [161], [162], [163], [173], [174], 
[175], [176], [177], [178], [179], [180], [181], [183], [184], [185], [186], [192], [193], [194], [203], 
[204], [206], [210], [211], [215], [216], [220], [222], [223], [224], [225], [226], [228], [230], [231], 
[232], [237], [238], [239], [240], [241], [243] и др.). 

В следните монографии се изучават системите диференциални уравнения с 
променлива структура: А. Филиппов [36]; A. Андронов, A. Витт и С. Хайкин [2], В. 
Бабицкий и В. Крупенин [3]; Н. Перестюк, В. Плотников, А. Самойленко и Н. Скрипник 
[23] и др. 

Диференциалните уравнения с променлива структура са основен математически 
апарат в теорията на управлението. Тук ще посочим следните резултати: [1], [2], [17], 
[18], [19], [20], [23], [27], [28], [35], [36], [38], [39], [43], [44], [45], [98], [126], [188], [202], 
[226], [239]. 
 

Приложения на изследваните уравнения с променлива структура и импулси 
при моделиране на динамични процеси от практиката: Този тип уравнения (с 
променлива структура и импулси) са удобен математически апарат за моделиране на 
динамични процеси, които се характеризират със следните две особености: 
- Процесите са подложени на „кратковременни и интензивни” външни въздействия 
(смущения, пертурбации). Предполага се, че времетраенето на външните смущения е 
пренебрежимо малко в сравнение с общата продължителност на процеса; 
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- Непосредствено след тези импулсни пертурбации изучаваният процес продължава 
своето развитие, като се подчинява на нови, различни от предходните, правила и 
закони. 

Ще отбележим (потвърдено от много автори), че интензивното развитие на 
теорията на диференциалните уравнения с импулси и с постоянна структура се дължи 
на многобройните им приложения: действието на амортисьор, подложен на ударни 
въздействия; колебанията на системи от махала при наличие на външни импулсни 
смущения; ударен модел на часовников механизъм; виброударни системи; билярдни 
движения на материални точки; релаксионни колебания на електромеханични системи; 
електронни схеми; затихващ осцилатор, подложен на импулсни въздействия; 
динамиката на системи за автоматично регулиране; смущения в клетъчни невронни 
мрежи; импулсни пертурбации в скоростта на развитие на кълбовидни бактерии, 
подчинени на закона на Schmalhausen; импулсна външна намеса и оптимизационни 
задачи в популационната динамика на изолирана популация; загиване на популации в 
резултат на импулсни въздействия; импулсна външна намеса и оптимизационни задачи 
в популационната динамика на съобщество от тип хищник-жертва; епидемиологията; 
„шокови” изменения на цените на затворените пазари и др. 

Както казахме по-горе, приложенията на диференциалните уравнения с 
променлива структура и без импулсни въздействия са предимно в теорията на 
управлението. Освен това с помощта на такива уравнения се изучават: задачи от 
фармакокинетиката; управление на орбитата на спътник с помощта на радиални 
ускорения; преминаването на твърдо тяло от флуид с дадена плътност във флуид с 
друга плътност; изменението на скоростта на химична реакция при прибавянето или 
отнемането на катализатор и др. 
 В настоящата дисертация са съчетани тези два типа диференциални уравнения. 

Изучаването на скокообразно изменящи се процеси със смяна на законите на 
развитие е предмет на изследване в редица науки: механика, фармакокинетика, 
популационна динамика, икономика, теория на управлението и др. В тези случаи, 
използването на математически апарат под формата на моделиращи диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси, като правило, е задължително. 
 

Основни цели на дисертациония труд: Основните цели на дисертационния 
труд са три: 

1. Въвеждат се и се изследват нови класове нелинейни диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси, които представляват адекватен 
математически апарат при моделирането на прекъснати динамични процеси. Отделно 
са изследвани случаите, когато превключващите функции са линейни и когато тези 
функции са нелинейни; 

2. Въведени са и са изучени специфични понятия за горния тип уравнения: 
загиване на решенията чрез импулсни въздействия; непрекъсната зависимост на 
загиващи решения от импулсните смущения; оптимални импулсни въздействия, 
оптимални решения и др. 

3. Прилагане на резултатите върху известни математически модели. Като пример 
ще посочим математически модел от фармакокинетиката. Намерените оптимални 
качества на решенията са интерпретирани в термините на съответния модел. Изрично 
ще подчертаем, че изследваните оптимални свойства на модела са възможни само 
благодарение на предходните теоретични резултати в дисертационния труд. 
 

Основни математически методи, използвани в дисертацията: Основните 
методи са свързани с традиционния математически апарат на реалния анализ и в 
частност на диференциалните уравнения. 
 

Съдържание: Дисертационният труд се състои от четири глави, нулевата от 
които е уводна. Всяка една от останалите три основни глави съдържа по два параграфа. 
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Глава 1. Загиване на решения на нелинейни неавтономни системи 
диференциални уравнения с променлива структура и импулси  

В тази глава се изучава специален клас нелинейни неавтономни системи 
обикновени диференциални уравнения с променлива структура и импулси. Дясната 

страна на всяка една от тези системи се избира последователно от множество f , което 

се състои от безбройно много функции. Имаме 

  , , 1,2,...i if f f t x i   . 

Основни елементи на всяка система диференциални уравнения от разглеждания 
тип са множеството от превключващи функции 

  , 1,2,...i i x i      

и множеството от импулсни функции 

  , 1,2,...i iI I I x i   . 

Всяка една от превключващите функции i  и импулсните функции iI  е съответна на 

дясната страна , 1,2,...if i  . Поредната i -та промяна на дясната страна на системата 

(смяната на if  с 1if  ) и съответното импулсно въздействие върху решението 

        0i i i i ix t x t x t I x t     

се извършват в така наречения i -ти по ред момент на превключване 
it , 1,2,...i  . Точно 

в този момент решението анулира превключващата функция 
i , т.е. 

   0, 1,2,...i ix t i   . 

Още веднъж ще подчертаем, че след всеки момент на превключване изучаваният 
процес продължава своето развитие, като се подчинява на нов закон на развитие (нова 

дясна страна на системата). Освен това, достигнатата стойност  ix t  в момента на 

превключване 
it  се различава от началната точка  0ix t  , от която стартира процесът 

след този момент. Това обстоятелство се дължи на дискретното импулсно въздействие 
върху решението, което се осъществява във всеки един момент на превключване. Този 
факт същевременно означава, че решението е прекъснато в моментите на 
превключване. 

Диференциалните уравнения с променлива структура и импулси са въведени в 
[188]. Някои качествени свойства на техните решения са изучени в [112] и [126]. В 
работи [111] и [113] уравненията с променлива структура и импулси се използват при 
изучаването на динамиката на затвора на хидравличен клапан. 

Подобни на разглежданите в дисертацията импулсни системи (без промяна на 
структурата) се изследват в редица публикации. Като примери тук ще посочим: [30], [32], 
[52], [68], [75], [90], [100], [101], [102], [108], [119], [120], [121], [123], [124], [126], [128], 
[129], [137], [138], [139], [214] и др. 

Основната цел в тази глава е да се изследват системи диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси, решенията на които не са продължими до 
безкрайност. Изучен е случаят, когато причина за непродължимостта на решенията (или 
както е прието да се казва загиване на решенията) са импулсните въздействия. 

В първия параграф на главата са намерени достатъчни условия за загиване на 
решенията на съответните начални задачи за описаните по-горе системи 
диференциални уравнения с променлива структура и импулси в случай, че 
превключващите функции са нелинейни. С други думи, за посочения клас уравнения са 
получени достатъчни условия, при които решенията не са продължими от известно 
място нататък. 

Основен обект на изследване в този параграф е следната начална задача: 
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(1.1)        1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 

(1.2)      0i ix t  , 1,2,...i  , 

(1.3)         0i i i ix t x t I x t   , 

(1.4)    0 0x t x , 

Решението на изучаваната задача е непрекъснато отляво в моментите 
1 2, ,...t t . Това 

означава, че решението е непрекъснато отляво във всяка точка от максималния 
интервал на съществуване. От друга страна, в общия случай (например, когато 

функциите   0iI x   при x D , 1,2,...i  ) това решение е прекъснато отдясно в 

посочените по-горе точки. Точките на прекъсване са от първи род, т.е. „скокът” на 
решението в тези точки е ограничен. По-нататък, решението на задачата (1.1), (1.2), 

(1.3), (1.4) ще означаваме с  0 0; ,x t t x . 

Ще използваме означенията: 

-      1 2 1 2 1 2, ,... , , ,... , , ,...f f f I I I     ; 

- Множествата   ; 0 , 1,2,...i ix D x i     , които се наричат превключващи 

хиперповърхнини на изучаваната начална задача; 

- Функцията  0 0I x   при x D . Валидно е равенството   0 ,Id I x x x D   ; 

- Интервалът  0 0, , iJ t x f  е максималният интервал на съществуване на решението на 

задачата 

(1.8)      0 0, ,i

dx
f t x x t x

dt
  , 1,2,...i  ; 

- Интервалът  0 0, ,J t x f  е максималният интервал на съществуване на решението на 

задачата (1.1), (1.2), (1.3), (1.4); 

- Функцията  0 0; ,ix t t x  е решение на задачата с постоянна структура и без импулси (1.8) 

при  0 0, , it J t x f , 1,2,...i  ; 

- Кривата       0 0 0 0 0 0, ; , , , ,t x x t t x t J t x f    е траекторията на изучаваната задача; 

- Кривата       0 0 0 0 0 0, ; , , , ,i i it x x t t x t J t x f    е траекторията на задачата (1.8); 

- .  и .,.  са съответно Евклидовата норма и скаларно произведение в 
n
; 

- Множеството    0 0;nB x x x x      е  -околност на точката 0x ; 

- Разстоянието между непразните множества , nA B  дефинираме с помощта на 

равенството 

   , inf ; ,A B A BA B x x x A x B     . 

Дефиниция 1.2. Ще казваме, че решенията на системата (1.1), (1.2), (1.3) 
загиват поради импулсните въздействия, ако: 
1. За началната задача (1.8) е изпълнено  

   0 00 1,2,...t x D i       

   0 0 0, , ,iJ t x f t   ; 

2. Имаме 

  0 00t x D     

    1 1 0 0 2 2 0 0 1 2, , , ,...; , ,... : nI I t x I I t x I I D     
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  0 0 0

0 0 1 2 0, , , ,... , :t t t x I I const t t      

  0

0 0 0, , ,J t x f t t  . 

 С други думи, е изпълнено: 
1. При всеки избор на начална точка от разширеното фазово пространство на 

разглежданата система и при всяка фиксирана дясна страна, принадлежаща на 
множеството от дясни страни на основната система (1.1), решението на съответната 
начална задача с постоянна структура и без импулси е продължимо до безкрайност; 

2. При всеки избор на начална точка от разширеното фазово пространство 
съществуват импулсни функции, такива, че решението на съответната задача с 
променлива структура и импулси (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) притежава ограничен 
максимален интервал на съществуване. 
 Въвеждаме следните условия: 

H1.1. Функциите , n

if C D    , 1,2,...i  . 

H1.2. Функциите  1 ,i C D  , 1,2,...i  . 

H1.3. Функциите , n

i iI C      и   :i iId I D   , 1,2,...i  . 

H1.4. Валидни са неравенствата: 

           1 0 1 1 1. , , 0, , \Id I x grad x f t x t x D       , 

където  0 0,I x x D  , и 

         1 . , , 0, ,i i i iId I x grad x f t x t x D  

    , 2,3,...i  . 

H1.5. Съществуват константи 
,

0
i igrad f

C


  такива, че 

       ,
, , , , 1,2,...

i i
i i grad f

t x D grad x f t x C i


      . 

H1.6. За всяка точка  0 0,t x D   и за всяко 1,2,...i   решението на началната 

задача (1.8) съществува и е единствено за 0t t . 

H1.7. Съществуват константи 0
i

C   такива, че 

     
11 , 1,2,...

ii i ix Id I x C i
      . 

H1.8. Редът 1

1 1

1

,

i

i i

i

grad f

C

C







 



  е сходящ. 

Основните теореми в първия параграф на главата са следните: 
Теорема 1.1. Нека са изпълнени условията H1.1 и H1.6. 

 Тогава решението на задачата (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) съществува и е 

единствено надясно от началния момент 0t . 

Теорема 1.2. Нека са изпълнени условията H1.1÷ H1.6. 
Тогава траекторията на задачата (1.1), (1.2), (1.3), (1.4) среща всяка една от 

хиперповърхнините    ; 0 , 1,2,...i ix D x i     . 

Теорема 1.4. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.8. 
 Тогава решенията на системата (1.1), (1.2), (1.3) загиват поради импулсните 
въздействия. 

Същият въпрос е изучен и във втория параграф на главата. Изследванията се 
отнасят за сравнително по-лекия, но важен за практиката случай на нелинейни 
неавтономни системи диференциални уравнения с импулси и линейни превключващи 
функции. 

Обект на изследване в параграфа е следната начална задача: 
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(1.12)       1, , , ,i i i i i

dx
f t x a x t t t t

dt
     , 

(1.13)    ,i i ia x t  , 1,2,...i  , 

(1.14)         0i i i ix t x t I x t   , 

(1.15)    0 0x t x . 

Както се вижда от (1.12) и (1.13) превключващите функции са линейни, а 
съответните превключващи множества: 

 1 1 2 2; , ... , 1,2,...n n

i i i i i ix D a x a x a x a x i          

представляват части от хиперравнини, разположени във фазовото пространство на 
системата. Решението на задачата (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) означаваме както и в 

предходния параграф с  0 0; ,x t t x . 

По-нататък ще използваме следните условия: 

H1.9. Изпълнени са равенствата 1ia  , 1,2,...i  . 

H1.10. Валидни са неравенствата: 

       1 1 1 1 1, . , , 0, , \a x a f t x t x D      , 

       1, . , , 0, ,i i i i ia Id I x a f t x t x D 

     , 1,2,...i  . 

H1.11. Съществуват константи 
,

0
i ia f

C   такива, че 

     ,
, , , , 1,2,...

i i
i i a f

t x D a f t x C i      . 

H1.12. Съществуват константи 0
iaC   такива, че 

    
11 1, , 1,2,...

ii i i i ax a Id I x C i
        . 

H1.13. Редът 1

1 1

1

,

i

i i

a

i

a f

C

C



 



  е сходящ. 

В идейно отношение следващите теореми са близки до съответните теореми от 
предходния параграф. 

Теорема 1.5. Нека са изпълнени условията H1.1, H1.3, H1.6, H1.9, H1.10, H1.11. 
Тогава траекторията на задачата (1.12), (1.13), (1.14), (1.15) среща всяка една 

от хиперравнините , 1,2,...i i  . 

Теорема 1.7. Нека са изпълнени условията H1.1, H1.3, H1.6, H1.9÷ H1.13. 
 Тогава решенията на системата (1.12), (1.13), (1.14) загиват поради 
импулсните въздействия. 
 

Глава 2. Непрекъсната зависимост на загиващи решения на нелинейни 
неавтономни системи диференциални уравнения с променлива структура и 
импулси 
 Основен обект на изследване в тази глава са системите диференциални 
уравнения с променлива структура и импулси, които бяха изучени в предходната глава. 
За загиващите решения на тези системи са въведени различни видове непрекъсната 
зависимост: от началните условия, от десните страни, от превключващите функции и от 
импулсните въздействия. 

Основната цел на изследванията в главата е да се установи, че за всеки 
затворен интервал, който се съдържа в максималния интервал на съществуване на 
загиващото решение на основната задача, това решение зависи непрекъснато от 
смущенията. Или по друг начин казано, до всеки фиксиран момент преди момента на 
смъртта решението реагира ''слабо'' на ''достатъчно слаби външни смущения''. 
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В първия параграф на главата са намерени достатъчни условия за непрекъсната 
зависимост на загиващите решения относно началните условия и превключващите 
функции. Допуска се превключващите функции да са нелинейни. 

Обект на изследване в този параграф е разгледаната по-рано в § 1.1 начална 
задача за системи нелинейни неавтономни обикновени диференциални уравнения с 
променлива структура и импулси в нефиксирани моменти: 

(2.1)        1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 

(2.2)      0i ix t  , 1,2,...i  , 

(2.3)         0i i i ix t x t I x t   , 

(2.4)    0 0x t x . 

Заедно с основната задача ще разгледаме и така наречената смутена начална 
задача: 

(2.5)       
*

* * * * * *

1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 

(2.6)     * * * 0i ix t  , 1,2,...i  , 

(2.7)         * * * * * * *0i i i ix t x t I x t   , 

(2.8)    * * *

0 0x t x . 

Ще използваме означенията:  1 2, ,... ,f f f   * * *

1 2, ,... ,f f f   1 2, ,... ,    

 * * *

1 2, ,... ,      * * *

1 2 1 2, ,... , , ,... .I I I I I I   

Решенията на горните две задачи означаваме съответно с  0 0; , , , ,x t t x f I  и 

 * * * * * *

0 0; , , , ,x t t x f I , а съответните им траектории - с  0 0, , , ,t x f I   и 

 * * * * * *

0 0, , , ,t x f I  . 

Както се вижда от горните равенства, смущенията се отнасят за всички елементи 
на системата с променлива структура и импулси, а именно: 
- начален момент; 
- начална точка; 
- десни страни на системата; 
- превключващи функции; 
- импулсни функции. 
Тези смущения рефлектират върху моментите на превключване. В общия случай е 

изпълнено 
* *

1 1 2 2, ,...t t t t  . 

 По-нататък ще предполагаме, че решенията на основната задача загиват при 
наличие на импулсните въздействия. Максималните интервали на съществуване на 
разглежданите задачи (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) и (2.5), (2.6), (2.7), (2.8) ще означаваме 

съответно с:   0

0 0 0, , , , ,J t x f I t t    и   * * * * * * * 0*

0 0 0, , , , ,J t x f I t t   . 

 Дефиниция 2.1. Ще казваме, че загиващото решение 

 0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (2.1), (2.2), (2.3), (2.4) зависи непрекъснато: 

- от началното условие, ако 

 * * *, ,f f I I     

и 

 0const    0const       * * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    
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     0 0 0 0 1
, , , , 0 , , , , 0, 1,2,..., :i i ii

T t x T t x i         



         

      * * * *

0 0 0 0 0 1 0, , 0t t t x D B x x         

   * * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

max

0 ,t t T   , , 1, 2,...i it t i   ; 

- при постоянно действащи смущения, ако 

    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x I I     

и 

 0const    0const       * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

     1
, , , 0 , , , 0, 1,2,..., :i i ii

T f T f i         



         

      * *: , , , , , , 1, 2,...n

i i if D f t x f t x t x D i          

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

 0 ,t t T , , 1, 2,...i it t i   ; 

- от превключващите функции, ако 

    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x f f I I    

и 

 0const    0const       * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

     1
, , , 0 , , , 0, 1,2,..., :i i ii

T T i           



         

    * *: , , , 1, 2,...i i iD x x x D i          

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

 0 ,t t T , , 1, 2,...i it t i   ; 

- от импулсните въздействия, ако 

    * * * *

0 0 0 0, , , ,t x t x f f      

и 

 0const    0const       * *

0 0 0 0, , , , , , , ,T J t x f I J t x f I    

     1
, , , 0 , , , 0, 1,2,..., :i i ii

T I T I i         



         

    * *: , , , 1, 2,...n

i i iI D I x I x x D i       

   * *

0 0 0 0; , , , , ; , , , , ,x t t x f I x t t x f I      

 0 ,t t T , , 1, 2,...i it t i   . 

 В този параграф ще посочим достатъчни условия за непрекъсната зависимост на 
загиващите решения относно началното условие и превключващите функции. В този 
случай смутената начална задача има вида: 

(2.9)       
*

* * * * *

1, , 0,i i i i

dx
f t x x t t t t

dt
     , 

(2.10)     * * * 0i ix t  , 1,2,...i  , 
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(2.11)         * * * * * *0i i i ix t x t I x t   , 

(2.12)    * * *

0 0x t x . 

Въвеждаме условията: 

H2.1. Съществуват константи 0
if

C   такива, че  

    , ,
ii ft x D f t x C     , 1,2,...i  . 

H2.2. Съществуват константи 0
iLipC    такива, че  

     ', '' ' '' ' ''
ii i Lipx x D x x C x x       , 1,2,...i  . 

H2.3. Съществуват константи 0
iLipIC   такива, че  

     ', '' ' '' ' ''
ii i LipIx x D I x I x C x x      , 1,2,...i  . 

 Основният резултат в параграфа е следната теорема. 
Теорема 2.9. Нека са изпълнени условията H1.1÷H1.8, H2.1, H2.2 и H2.3. 

 Тогава загиващото решение  0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (2.1), (2.2), 

(2.3), (2.4) зависи непрекъснато относно началното условие и превключващите 
функции. 

Във втория параграф се разглежда същата начална задача с линейни 
превключващи функции. Намерени са достатъчни условия за непрекъсната зависимост 
на решенията относно началните условия и импулсните въздействия. 

Обект на изследване в параграфа е началната задача, разгледана в параграф 
1.2: 

(2.29)       1, , , ,i i i i i

dx
f t x a x t t t t

dt
     , 

(2.30)    ,i i ia x t  , 1,2,...i  , 

(2.31)         0i i i ix t x t I x t   , 

(2.32)    0 0x t x . 

 Въвеждаме съответната смутена начална задача: 

(2.33)      
1

*
* * * *, , , ,

i ii i i

dx
f t x a x t t t t

dt



    , 

(2.34)    * *,i i ia x t  , 1,2,...i  , 

(2.35)         * * * * * * *0i i i ix t x t I x t   , 

(2.36)    * * *

0 0x t x . 

 Следната теорема е основна в параграфа. 
Теорема 2.11. Нека са изпълнени условията H1.1, H1.3, H1.6, H1.9÷H1.13, H2.1 и 

H2.3. 

 Тогава загиващото решение  0 0; , , , ,x t t x f I  на началната задача (2.29), 

(2.30), (2.31), (2.32) зависи непрекъснато относно началното условие и импулсните 
въздействия. 
 

Глава 3. Оптимални импулсни въздействия и максимални интервали на 
съществуване на решенията на автономни диференциални уравнения. 
Приложения 

Основен обект на изследване в настоящата глава е специфичен клас нелинейни, 
автономни диференциални уравнения с нефиксирани моменти на импулсно 
въздействие. Импулсните моменти съвпадат с моментите, в които интегралната крива 
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среща така нареченото ''бариерно множество'', което в изследвания случай съвпада с 
''бариерна права'', успоредна на оста на времето. Освен това бариерната права е 
разположена в разширеното фазовото пространство на разглежданите уравнения и 
съвпада с контура на множеството, в което лежат интегралните криви на изучаваните 
начални задачи. За този клас уравнения импулсните моменти не са фиксирани. 
Непосредствено се вижда, че те зависят както от началната точка, така и от други 
параметри на уравнението. Такива са например: дясната страна на уравнението, 
разположението на бариерните криви, големините на импулсните въздействия и др. 
Още веднъж ще подчертаем, че ако някой от параметрите на уравнението се промени, 
то в общия случай се променят и моментите, в които се осъществяват импулсите. 

Споменатите по-горе понятия: бариерни множества (в частност бариерни криви); 
разширена фазова полуравнина; импулсни въздействия, за които моментите на 
осъществяване се определят с помощта на бариерните множества; както и понятието 
непрекъсната зависимост на решенията по отношение на тези множества и др. се 
въвеждат и изследват за първи път в [126] и [128]. 

В първия параграф на главата за споменатия тип уравнения са намерени 
импулсни въздействия, които са оптимални в смисъла, който ще формулираме по-
нататък. За целта нека полуравнината, определена с помощта на бариерната права и 
която съдържа началната точка и съответните интегрални криви на диференциалното 
уравнение, стартиращи от тази начална точка, наречем разширена фазова 
полуравнина. Нека интегралните криви на уравненията от посочения тип проявяват 
постоянни тенденции за напускане на разширената фазова полуравнина. По друг начин 
казано, интегралните криви (независимо от началната точка) пресичат бариерната 
права. Възможно е чрез подходящи импулсни въздействия за определен период от 
време интегралната крива да се задържи в разширената фазова полуравнина. Нека 
големината на всяко импулсно въздействие е ограничена отдолу и нека сумата от 
големините на всичките импулсни въздействия е предварително фиксирана. Тогава се 
търси такъв набор от импулсни въздействия, при които съответната интегралната крива 
има максимален времеви период на принадлежност към разширената фазова 
полуравнина. 

Основен обект на изследване в настоящия параграф е следната начална задача 
за нелинейни автономни диференциални уравнения с променливи моменти на 
импулсни въздействия: 

(3.1)     
dx

f x
dt

 , ако   minx t X , т.е. 
1i it t t   , 

(3.2)      min , 1, 2,...ix t X i  , 

(3.3)        min0i i i ix t x t I X I     , 

(3.4)     0 0x t x . 

Ще използваме означението  1 2, ,...I I I . Валидни са неравенствата 

   min min0 , 1,2,...i i i iX x t x t I X I i       . 

По-нататък множеството   min min, ; ,t x t x X     ще наричаме бариерно (в 

случая бариерна права). Ще отбележим, че при t   е възможно интегралната крива 

на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) да срещне многократно бариерното множество 
min . 

Нека тези срещи се реализират последователно в моментите 1 2, ...t t , за които са 

валидни неравенствата 0 1 20 ...t t t   . Тези моменти ще наричаме превключващи или 

импулсни моменти. Решението на разглежданата задача е по части непрекъсната 
функция с точки на прекъсване, съвпадащи с импулсните моменти. Точките на 
прекъсване са от първи род и в тях решението е непрекъснато отляво. По-точно имаме: 
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1. При 
0 1t t t   решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) е идентично с 

решението на задачата (без импулси) 

(3.5)       0 0,
dx

f x x t x
dt

  ; 

2. Ако интегралната крива среща в момента 
it  бариерното множество, т.е. ако е 

изпълнено   min

ix t X , то при 
1i it t t   , решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) 

съвпада с решението на задачата (без импулсни въздействия): 

(3.6)         min, 0i i i i

dx
f x x t x t I X I

dt
      , 1, 2,...i  . 

Решението на изследваната задача с импулси (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) означаваме с  

   0 0 1 2 0 0; , , , ,... ; , ,imp impx t t x I I x t t x I . 

 Освен основната задача ще разгледаме и съответната й смутена задача 

(3.11)     
dx

f x
dt

 , ако   minx t X , т.е. 
* *

1i it t t   , 

(3.12)     * min , 1,2,...ix t X i  , 

(3.13)       * * * min *0i i i ix t x t I X I     , 

(3.14)     * *

0 0x t x . 

Решението на смутената начална задача (3.11), (3.12), (3.13), (3.14) означаваме с 

   * * * * * * *

0 0 1 1 0 0; , , , ,... ; , ,imp impx t t x I I x t t x I . 

 Въвеждаме следните условия: 

H3.1. Функцията ,f C      . 

H3.2. Функцията f  е монотонно намаляваща при 
minx X . 

H3.3. Съществува положителна константа 
minI  такава, че всички импулсни 

въздействия са не по-малки от нея. 

H3.4. За всяка начална точка    min

0 0, ,t x X    решението на началната задача 

(3.5) съществува и е единствено за 0t t . 

Дефиниция 3.1. Нека константите 
min ,I I 

   и 
minI I .  

(Константата 
minI  е фиксираната долна граница на големините на 

импулсните въздействия. Константата I  е максималната допустима сума от 

големините на импулсните въздействия). 

 Ще казваме, че импулсните въздействия 
* * *

1 2, ,..., kI I I  са допустими, ако са 

валидни неравенствата: 

1. 
* min * min * min

1 2, ,..., kI I I I I I   ; 

2. 
* * *

1 2 ... kI I I I    . 

Дефиниция 3.2. Нека константите 
min ,I I 

   и 
minI I . 

 Ще казваме, че импулсните въздействия 
1 2, ,...,

opt

opt opt opt

kI I I  са оптимални, ако: 

1. 
1 2, ,...,

opt

opt opt opt

kI I I  са optk  на брой допустими импулсни въздействия; 

2. 
1kopt

optt


 е моментът, в който интегралната крива   0 0 1, ; , , ,...,
opt

opt opt

imp kt x t t x I I  среща 

бариерното множество за  1optk  -ви път; 
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3. 
* * *

1 2, ,..., kI I I  са произволни допустими импулсни въздействия; 

4 
*

1kt   е моментът, в който интегралната крива   * *

0 0 1, ; , , ,...,imp kt x t t x I I  среща 

бариерното множество за  1k  -ви път, 

тогава е изпълнено 
1

*

1kopt

opt

kt t
  . 

 Освен това решението  0 0 1; , , ,...,
opt

opt opt

imp kx t t x I I  и съответната интегрална 

крива също ще наричаме оптимални. 

 С други думи, интегралната крива   0 0 1, ; , , ,...,
opt

opt opt

imp kt x t t x I I  е оптимална, ако 

среща бариерната права след optk  на брой допустими импулсни въздействия в момента 

1opt

opt

kt 
. При това този импулсен момент е сравнително най-отдалечен от началния 

момент 0t . Сравнението е с всички други импулсни моменти, в които съответните 

интегрални криви срещат бариерното множество след k  на брой допустими импулсни 

въздействия. 
 Целта на изследванията в параграфа е да се изберат амплитудите (големините) 
и броят на допустимите импулсни въздействия, които са оптимални. Ще повторим, че 
съответната им оптимална интегрална крива в продължение на най-дълъг период от 
време принадлежи на полуравнината, разположена “над бариерната права”. Тази 
полуравнина наричаме разширена фазова полуравнина. 
 За удобство въвеждаме понятието максимален интервал на съществуване 
(принадлежност) на интегралната крива в разширената фазовата полуравнина. 

Дефиниция 3.3. Нека  * * *

0 0 1 2; , , , ,...imp kx t t x I I I  е решение на началната задача 

(3.11), (3.12), (3.13), (3.14), подложено на k  на брой импулсни въздействия. 

Тогава интервалът  * * * *

1 2 0 1, ,... ,k kJ I I I t t 
     се нарича максимален интервал на 

съществуване на интегралната крива в разширената фазова полуравнина, ако: 

1.     * * * * * * min

1 2 0 0 1 2, ,... ; , , , ,...k kt J I I I x t t x I I I X    ; 

2.    * * * * min

1 0 0 1 2; , , , ,...k kt t x t t x I I I X    . 

Основните резултати се съдържат в следните теореми: 
Теорема 3.1. Нека са изпълнени условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

 Тогава за всяка начална точка    min

0 0, ,t x X    съответната 

интегрална крива на началната задача (3.5) среща бариерната права 
min . 

Теорема 3.2. Нека са изпълнени условията H3.1÷H3.4. 
 Тогава е валидна оценката 

 

min

1 min min
, 1,2,...i i

I
t t i

f X I



  


. 

Теорема 3.3. Нека са изпълнени условията H3.1÷H3.4. 
 Тогава решението на задачата (3.1), (3.2), (3.3), (3.4) съществува и е 

единствено надясно от началния момент 0t . 

Теорема 3.4. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. Точката 
*

1  удовлетворява неравенствата 
*

0 1 1t t  . 

Тогава   * * min

1 1 1 0 0 1 1; , ; ,x t x t x I X I     . 

Теорема 3.5. Нека са изпълнени условията: 
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1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. 1 2,I I  , 
*

1 2I I  и 
*

2 1I I . 

Тогава    * *

1 2 1 2, ,J I I J I I . 

По-подробно, ако: 

- 
*

3t  е моментът, в който интегралната крива   * *

0 0 1 2, ; , , ,impt x t t x I I  среща 

бариерното множество 
min  след второто импулсно въздействие; 

- 
3t  е моментът, в който интегралната крива   0 0 1 2, ; , , ,impt x t t x I I  среща 

бариерното множество след второто импулсно въздействие, 

то 
*

3 3t t . 

Теорема 3.6. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. 
* * *

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nI I I I I I  . 

3. 
* * * * * *

1 1 1 1 1 1 2 2,..., , , , ,...,i i i i i i i i n nI I I I I I I I I I I I           . 

Тогава    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nJ I I I J I I I . 

С други думи, ако: 

- 
*

1nt   е моментът, в който интегралната крива   * * *

0 0 1 2, ; , , , ,...,imp nt x t t x I I I  среща 

бариерното множество 
min  след n -тото поред импулсно въздействие; 

- 1nt   е моментът, в който интегралната крива   0 0 1 2, ; , , , ,...,imp nt x t t x I I I  среща 

бариерното множество след n -тото поред въздействие, 

то 
*

1 1n nt t  . 

Теорема 3.7. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. 
* * *

1 2 1 2, ,..., , , ,...,n nI I I I I I  . 

3.    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nI I I I I I . 

Тогава    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,n nJ I I I J I I I  или, което е същото, 
*

1 1n nt t  . 

Теорема 3.8. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. 
*

1 1 2, ,I I I   и 
*

1 1 2I I I  . 

Тогава    *

1 1 2,J I J I I . 

 С други думи, ако: 

- 
*

2t  е моментът, в който интегралната крива   *

0 0 1, ; , ,impt x t t x I  среща бариерното 

множество 
min  след първото импулсно въздействие; 

- 3t  е моментът, в който интегралната крива   0 0 1 2, ; , , ,impt x t t x I I  среща 

бариерното множество след второто импулсно въздействие. 

то 
*

2 3t t . 

Теорема 3.9. Нека са изпълнени условията: 
1. Валидни са условията H3.1, H3.2 и H3.4. 

2. 
* *

1 2 1 2, , ,I I I I  , 
* *

1 2 1 2I I I I    и 

* *

1 2
1 2

2

I I
I I


  . 

Тогава    * *

1 2 1 2, ,J I I J I I . По-подробно, ако 
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- 
*

3t  е моментът, в който интегралната крива   * *

0 0 1 2, ; , , ,impt x t t x I I  среща 

бариерното множество 
min  след второто импулсно въздействие; 

- 
3t  е моментът, в който интегралната крива   0 0 1 2, ; , , ,impt x t t x I I  среща 

бариерното множество след второто импулсно въздействие, 

то 
*

3 3t t . 

Основият резултат в параграфа се дава с помощта на следната теорема: 
Теорема 3.10. Нека са изпълнени условията: 

1. Валидни са условията H3.1÷H3.4. 

2. Сумата от всички импулсни въздействия е равна на I 

  . 

3. Константата n  удовлетворява неравенствата 
min

1

I I
I

n n

  


. 

4. 1 2 ... n

I
I I I

n

    . 

5. 
* * * * min * min * min

1 2 1 2, ,..., , , ,...,k kI I I I I I I I I     и 
* * *

1 2 ... kI I I I    . 

Тогава    * * *

1 2 1 2, ,..., , ,...,k nJ I I I J I I I . 

Еквивалентно на горното твърдение е следното: Ако 

- 
1nt 
 е моментът, в който интегралната крива   0 0 1 2, ; , , , ,...,imp nt x t t x I I I  среща 

бариерното множество за  1n  -ви път; 

- 
*

1kt   е моментът, в който интегралната крива   * * *

0 0 1 2, ; , , , ,...,imp kt x t t x I I I  среща 

бариерното множество за  1k  -ви път, 

то 
*

1 1n kt t  . 

 С други думи, импулсните въздействия 1 2, ,..., nI I I  са оптимални. 

 Забележка 3.3. Оптималните импулсни въздействия и техният брой определяме 
както следва: 

1. Намираме цялата част n  на частното 
min

I

I

 . Броят на оптималните импулсни 

въздействия е optn n ; 

2. Определяме големината на оптималните импулсни въздействия: 
opt

opt

I
I

n

 ; 

3. Оптималните импулсни въздействия са 
1 2, ,...,

opt

opt opt opt

nI I I , за които са изпълнени 

равенствата: 
1 2 ...

opt

opt opt opt opt

nI I I I    . 

 В последните години импулсните диференциални уравнения с променливи 
моменти на импулсно въздействие и приложенията им при решаване на различни 
практически оптимизационни задачи предизвикват сериозен научен интерес. Тук ще 
посочим следните резултати: [10], [51], [52], [53], [54], [55], [57], [58], [70], [71], [115], [116], 
[126], [131], [141], [142], [150], [162], [163], [173], [192], [223], [224] и [241]. 

В следващия параграф получените резултати са приложени към математически 
модел от фармакокинетиката. Моделът е взаимстван от [127]. Повторението е свързано 
с естеството на моделирания процес. От математическа гледна точка разгледаното в 
дисертацията моделно импулсно диференциално уравнение е различно. Така 
например, в дисертацията уравнението е с променливи импулсни моменти, които се 
определят с помощта на бариерно множество (права), докато уравнението, изследвано 
в [127], е с фиксирани импулсни моменти. Проблемът, който се изследва в посочената 
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по-горе статия, е свързан с непрекъсната зависимост на решението при смущения в 
импулсните моменти. Настоящите изследвания са посветени на намирането на 
оптимални импулсни въздействия в смисъла на Дефиниция 3.2. от предходния 
параграф. 

Много често, лечението на редица болестни състояния се осъществява чрез 
поддържането в кръвта (плазмата) на пациента на терапевтична концентрация на 
лекарствено средство. Терапевтичната плазмена концентрация може да се постигне по 
два основни начина: 
- чрез непрекъснато подаване на лекарство; 
- чрез прекъснато дискретно (импулсно) подаване на лекарството - през определени 
времеви периоди. 

От гледна точка на ефективното лечение, непрекъснатото подаване на 
лекарствата е за предпочитане. За съжаление, този начин на лечение е затруднен при 
практическото му реализиране. По-точно, в общия случай е невъзможно предписаното 
лекарство да се подава непрекъснато в продължение на целия период на лечение на 
болния (този период може да е с продължителност от няколко седмици или месеци). 
Поради тази причина, поддържането на терапевтична лекарствена концентрация в 
кръвта чрез дискретно във времето импулсно подаване на лекарството е по-често 
срещано. Естествено е да се предполага, че обемът на дискретно подаденото 
лекарствено средство (дозата) е ограничен както отдолу, така и отгоре, т.е. съществуват 
минимално и максимално количество от лекарството, което може да се приеме 
еднократно. При този тип лечение лекуващият лекар може да манипулира с два 
фармакокинетични параметъра: 

- размер на еднократната доза на лекарството 
iD ; 

- дължина на дозовия интервал 
1iT 
, 1, 2,...i . 

По-прецизно горните понятия ще дефинираме както следва: 

- iD  е дозата (обемът на лекарственото средство) при i -тото подаване на лекарството; 

- 
1iT 
 е дозовият интервал (времето между моментите на i -тото и  1i  -то подаване на 

лекарство), 1, 2,...i . 

В случаите, когато дозовите интервали са по-кратки от времето, необходимо за 
пълното елиминиране на лекарството от организма, лекарственото средство започва да 
се натрупва (кумулира). Тази кумулация е полезна за лечението на пациента, ако се 
поддържа в диапазон, определен от  минимална и максимална плазмени граници, 
наричани още терапевтични граници (терапевтичен прозорец) на концентрацията на 
лекарството. Фармакокинетичният модел на този тип лечение се състои в избора на 
подходяща дозова схема на лечението, гарантираща поддържането на концентрацията 
на лекарството в рамките на терапевтичния прозорец. 

Основната ни цел в този параграф е да оптимизираме схемата на лечение. 
Оптимизирането накратко се състои в следното. Нека са известни: 
- количеството на лекарството, с което разполагаме за лечението на даден пациент; 
- терапевтичните граници; 
- минималното и максималното количество на дозата, която се подава дискретно във 

времето; 
- законът, по който се кумулира лекарството. 

Целта е да се определят последователните дози на лекарството, а също така и 
моментите, в които се осъществяват дискретните лекарствени интервенции, с цел 
терапевтичната концентрация да се поддържа максимално дълъг период от време. 

Въвеждаме следните означения: 

1. Организмът се представя чрез един компартимент с обем dV , в който лекарственото 

средство се разпределя. Възможно е концентрацията на лекарството да е различна в 
различните части на организма. За удобство, по-нататък ще предполагаме, че 
съотношението между нивата на лекарствената концентрация във всяка част на 
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организма в периода на лечението е постоянно. Това означава, че всяка промяна в 
плазмената концентрация рефлектира в строго определена съответна количествена 
промяна в тъканните концентрации; 

2. Началният момент на лечението означаваме с 
0t ; 

3. Времетраенето от началния момент на лечение 
0t  до първия момент 

1t , в който се 

внася лекарствено средство с обем 
1D , означаваме с 

1T , т.е. изпълнено е 
1 0 1t t T  ; 

4. Поредната доза 
iD  от лекарственото средство се внася директно в компартимента в 

момента 

1 0

1

i

i i i j

j

t t T t T



    , 1, 2,...i ; 

5. Елиминирането на лекарството протича със скорост, която е пропорционална на 
моментното му количество в организма, т.е. разглежда се като процес от първи порядък, 

характеризиращ се със скоростна константа K . Последната константа е сума от 

константата на метаболизиране mK  и константата на екстракция на непромененото 

лекарство 
eK . Валидно е равенството m eK K K  ; 

6. Означаваме с  A t  количеството лекарствено средство в организма на пациента в 

момента 
0t t . В общия случай, количеството на това вещество, което се намира в 

цялото тяло на пациента в произволен момент, не може да бъде определено 
експериментално. В действителност се определя концентрацията на лекарственото 
средство в някои от биологичните течности (най-често в кръвта). За математическото 
моделиране на процеса на лечението е удобно да се въведе обемът, в който се 
разпределя лекарственото средство. Тази величина, наречена обем на разпределение, 

означаваме с 
dV  и е дефинирана така, че е изпълнено равенството  

 
0,

d

A t
C t t t

V
  , 

където  C t  е концентрацията на лекарството, измерена в кръвта или по-общо в 

плазмата. Ще отбележим, че обемът на разпределение няма физиологичен смисъл. 
Можем да считаме, че това е фиктивен обем, в който, ако се разпредели равномерно 

лекарството в количество  A t , то ще е в концентрация  C t , измерена в плазмата. В 

действителност част от лекарството се свързва с плазмените и тъканните протеини, 
поради което неговото разпределение не е равномерно. Поради тази причина, обемът 
на разпределение е възможно да е различен от обема на телесните течности; 
7. Долната и горната граници на терапевтичната концентрация на лекарственото 

средство означаваме съответно с 
minC  и 

maxC . С други думи, ако концентрацията на 

лекарството е между 
minC  и 

maxC , то провежданото лечение има полезно въздействие 

върху пациента. Ще обърнем внимание на факта, че границите на терапевтичната 

концентрация е възможно да се променят с времето, т.е възможно е  min minC C t  и 

 max max

0,C C t t t  . Промените в терапевтичните граници отрзяват благоприятното 

развитие на болестта и необходимата съответна концентрация на лекарственото 
средство за преодоляването й; 

8. Както в предходния параграф с помощта на константите 
minC  и 

maxC  ще определим 

съответно долна и горна бариерни прави: 

     min min max max, ; , , , ; ,t C t C C t C t C C         ; 

9. В началния момент 0t  ще предполагаме, че лекарствената концентрация е 0C , 

min max

0C C C  ; 
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10. Тъй като във времето концентрацията на лекарственото средство намалява, то е 

ясно, че горната бариерна права е недостижима от интегралната крива   ,t C t , 

описваща динамиката на развитие на концентрацията; 
11. Интуитивно е ясно, че оптималните импулсни интервенции на лекарствено средство 

ще се осъществяват в моментите, в които интегралната крива   ,t C t  пресече долната 

бариерна права; 
12. Ясно е, че еднократните дози на лекарството трябва да удовлетворяват 
неравенствата: 

min maxi

d

D
C C

V
   max min , 1, 2,...i dD V C C i     

13. От друга страна, техническите средства, чрез които се осъществяват практически 

дискретните лекарствени интервенции, ограничават отдолу еднократната доза, т.е. 

 min min0 : , 1,2,....iD const D D i    
 

 Математическият модел на идеализирания по-горе фармакокинетичен процес се 
описва с помощта на следната начална задача за импулсни диференциални уравнения: 

(3.39)      min

1, , ,i i

dC
KC C t C t t t

dt
      

(3.40)      min , 1, 2,...iC t C i  , 

(3.41)        min0 ,i i
i i

d d

D D
C t C t C

V V
      

(3.42)     0 0 .C t C  

 Получените твърдения в предходния параграф са валидни за разглеждания 
математически модел. Ще се спрем на Забележка 3.3 и намирането на оптималното 
решение: 
1. Броят на дозите получаваме по формулата 

minopt

D
n

D

 
  
 

”цялата част на числото 
min

D

D

 ”; 

2. Оптималните дози са в обем: 

1 2 ...
opt

opt

n

opt

D
D D D D

n

     . 

 Оптималното решение  optC t  на горнaта начална задача (3.39), (3.40), (3.41), 

(3.42) се получава сравнително тривиално: 

- При 0 1t t t   е изпълнено 

    0 0expoptC t C K t t   ; 

- При 1t t  от горното равенство имаме 

   min

0 1 0expC K t t C   , 

откъдето намираме 

0
1 0 min

1
ln

C
t t

K C
  . 

- При 1 2t t t   е изпълнено 

      1
1 1expopt

d

D
C t C t K t t

V

 
    
 

  min

1exp
opt

d

D
C K t t

V

 
    
 

. 

- При 2t t  намираме 
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  min min

2 1exp
opt

d

D
C C K t t

V

 
    
 

, 

откъдето достигаме до извода, че 

2 1 min

1
ln 1

opt

d

D
t t

K V C

 
   

 
. 

По индукция получаваме равенствата: 

    min

1exp ,
opt

opt

i i i

d

D
C t C K t t t t t

V


 
      
 

; 

1 min

1
ln 1

opt

i i

d

D
t t

K V C


 
   

 
, 1,2,... opti n . 

Накрая, установяваме, че максималното време 
maxt  за поддържане на 

терапевтичната концентрация при наличен лекарствен ресурс в обем D
 е 

    
maxt 1optnt  0

0 min min
min

min

1 1
ln ln 1

d

C D D
t

DK C K D
V C

D

 



 
 

 
         
  

  

. 

 
 

З А К Л Ю Ч Е Н И Е 
 
 В дисертационния труд са получени следните по-важни резултати: 
1. Въведено е понятието загиване на решения на диференциални уравнения с 
променлива структура и импулси. Намерени са достатъчни условия, при които 
решенията на такива уравнения прекратяват своето съществуване заради наличието на 
импулсни въздействия. Отделно са изследвани случаите, когато превключващите 
функции (чрез които се определят импулсните моменти) са линейни или нелинейни. 
2. Въведени са понятията непрекъсната зависимост относно превключващите функции 
и импулсните въздействия на загиващи решения (по причина на импулсните 
въздействия) на диференциални уравнения с променлива структура и импулси. 
Намерени са достатъчни условия, при които решенията притежават посочените 
качества. Изследвани са случаите на линейни и нелинейни превключващи функции. 
3. Въведени са и са изследвани понятията бариерна права, фазова полуравнина, 
оптимални импулсни въздействия, оптимално решение и др. Тези понятия са свързани с 
качествата на решенията на диференциални уравнения с импулси, при които моментите 
на въздействие се определят чрез бариерно множество, разположено в разширеното 
фазово пространство. Оптималните качества на въздействията, когато сумата им е 
предварително фиксирана, се отнасят за максимална по време принадлежност на 
съответното им решение към фазовата полуравнина. 
4. Изучен е импулсен модел от фармакокинетиката, описващ терапевтичната 
концентрация на лекарство, което се подава дискретно във времето. При ограничен 
фиксиран обем на наличното лекарство са определени моментите и дозите на неговите 
дискретни подавания така, че времетраенето на терапевтичната концентрация в 
организма да е с максимална продължителност. 
 

Д Е К Л А Р А Ц И Я 
 
1. Резултатите и сведенията от увода са предварителни и се основават на различни 

литературни източници, които са надлежно посочени. 
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2. Резултати от параграфите с номера: 1.1; 1.2 и 2.1 са публикувани в три научни 
статии. Във всяка една от тях участва като автор С. Петкова. Списъкът на тези 
публикации е даден отделно. 

3. Резултатите в останалите три параграфа са нови и се публикуват за първи път тук. 
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